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1. Das Gravitationsmodell von Schwarzschild und die Versuche es zu erweitern

Bald nachdem Einstein den ersten Aufsatz zur Allgemeinen Relativitatstheorie veréffentlicht hat, sind
von Karl Schwarzschild zwei Losungen der einsteinschen Feldgleichungen vorgeschlagen worden, die
das Aussere und Innere eines stellaren Objekts beschreiben sollen. Es ist sicher von Interesse zu un-
tersuchen, wie im Lauf eines Jahrhunderts mit diesen Losungen umgegangen wurde und dies kritisch
zu beleuchten. Zunachst muss angemerkt werden, dass das Schwarzschild-Linienelement der dusse-
ren Losung, das bereits das Wesentliche der Theorie beinhaltet, von Hilbert in jene Form gegossen
wurde, die wir heute als Standard-Schwarzschild-Metrik bezeichnen. Das Linienelement

(1.1) ds? = — =

dr® +r?d9” +r?sin” 9d¢® - [1— yjdtz
r
1-=7

beschreibt den Abschnitt einer Kurve im gekriimmten Raum unter Verwendung von Polarkoordina-
ten, wobei M die Masse des felderzeugenden Objekts in geometrischen Einheiten ist.

Flamm hat 1916 das Modell auf eine geometrische Grundlage gestellt. Der Raumteil der Metrik
(1.1) kann als Flache 4. Ordnung interpretiert werden, die in einem hoéherdimensionalen ebenen
Raum. Diese Flache wird als Flamm'sches Paraboloid bezeichnet.

Fig. 1. Flamm'sches Paraboloid

Bei r =2M liegt der Kehlkreis dieser Flache. Man bezeichnet ihn als Ereignishorizont oder Schwarz-
schildhorizont. Fiir r < 2M existiert die Flache nicht, Gl. (1.1) kann diesen Bereich nicht beschreiben.

In (1.1) erkennt man, dass wegen
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(1.2) F2M, — o
1-2M/r

die Metrik am Ereignishorizont eine Singularitat hat. Bis heute wird gestritten, ob diese Singularitat
eine echte oder eine Koordinatensingularitat ist. Trifft letzteres zu, misste sich die Singularitat durch
eine geeignete Koordinatenwahl beheben lassen. Das ist auch der Fall, wenn man die Einstein-Rosen-
Koordinaten [1] verwendet. Die radialen Kurven am Flamm'schen Paraboloid haben die Gleichung

(1.3) R? = 8M(r —2M)

Verwendet man in (1.1) die Extradimension R statt der radialen Koordinate r, erhdlt man die singula-
ritatsfreie Metrik

R? ,

2 2 2 2
(1.4) ds? :dez + R”+16M~ —————dt
R* +16M

2

Y o ] (d9? +sin*8dg? ) -
Der Ereignishorizont liegt dann bei R =0. Unbestritten ist jedoch, dass am Ereignishorizont die phy-
sikalischen Grossen sich merkwiirdig verhalten. Die Geschwindigkeit eines frei fallenden Objekts
wirde am Ereignishorizont die Lichtgeschwindigkeit erreichen, die Schwerkraft ware dort unendlich
hoch und die Zeit wiirde still stehen. Das sind Eigenschaften, die eine gute physikalische Theorie
nicht haben sollte. Wir gehen daher davon aus, dass der Ereignishorizont nicht erreicht werden kann
und wir werden zeigen, warum das so ist.

Zunichst befassen wir uns mit Versuchen, die Metrik (1.1) mittels einer Koordinaten-
transformation so umzuformen, dass auch der Bereich r <2M erfasst werden kann. Eddington [2]

und spéter Finkelstein [3] haben mit der Transformation

(1.5) t=t'+2MIn(r—2M)

die Metrik in die Form

(1.6) ds® =dr? —dt* + v*(dr +dt)2 +1°d9? +r?sin’9de®, v= —W

gebracht. Sie ist singularitatsfrei und oberflachlich betrachtet scheint es, dass die radiale Koordinate r
jetzt auch den Bereich r <2M durchlaufen kann. Multipliziert man jedoch die Klammer aus, erhalt
man

(1.7) ds® = (L1+V?)dr? +2vdrdt+r*d9” +r? sin®Sde” — (1-2M/r)dt’

und erkennt, dass in der Formel ein Kreuzterm auftritt. Das bedeutet, dass ein schiefwinkeliges Koor-

dinatensystem verwendet wird, das zur Darstellung physikalischer Grossen ungeeignet ist. Um diesen
Mangel zu vermeiden, muss man eine orthogonale Zeitkoordinate einflihren
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Fig. 2. Eddington-Finkelstein-Koordinaten

und ist damit wieder dort, wo man vorher war: beim Standard-Schwarzschild-Koordinatensystem.

Einen weiteren Vorstoss in den Bereich unter den Ereignishorizont vorzudringen, hat Kruskal [4]
unternommen. Er flhrt ein Koordinatensystem ein, das neue noch nicht bekannte Bereiche der
Schwarzschild-Geometrie darstellen soll. Das Kruskalsystem enthalt vier Sektoren, man spricht daher
von der vierfachen Wahrheit und der maximalen Erweiterung der Schwarzschildtheorie. Im Kruskal-
diagramm

Fig. 3. Kruskaldiagramm Fig. 4. Hyperbelscharen

wird der Sektor Il als schwarzes Loch, das Materie verschlingt, gedeutet, der Sektor IV als weisses
Loch, das Materie ausstosst. Wir untersuchen, wie das Diagramm zustande kommt. Die Hyperbeln in
der Zeichnung deuten wir als eine Folge von Lorentztransformationen von einem ruhenden System
zu einem beschleunigten System in pseudoreeller Darstellung

Y? :(ul)2 —(u°)2 :

Die Hyperbeln sind den WertenY =0,1,2,3 in Fig.4 zugeordnet. So gedeutet, ist das Kruskaldiagramm
kein Raum-Zeit-Diagramm, sondern die Darstellung einer beschleunigten Bewegung. Die beiden
gleichartigen Sektoren | und Il stellen eine bradyonische Bewegung dar, ein Objekt wird vom Ereig-
nishorizont ins Unendliche beschleunigt. Die Sektoren Il und IV beschreiben eine tachyonische Bewe-
gung, d.h. eine Bewegung mit Uberlichtgeschwindigkeit - ein Objekt hatte am Ereignishorizont un-
endlich hohe Geschwindigkeit und bremst im Unendlichen auf Lichtgeschwindigkeit ab.
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Fig. 5. Kruskalgeschwindigkeiten

Die zunichst etwas deskriptive Vorgehensweise vervollstindigen wir durch folgende Uberlegungen:

Aus dem Kruskal-Koordinatensystem (x* =u’, x* =iu®) leiten wir durch Differenzieren die Trans-

formationsmatrix x"Ii her. Aus der Schwarzschildmetrik (1.1) und der Kruskalmetrik
2 2 12 42 24q2 2 win2 2 » 32
(1.8) ds® =y (du* +du®’) +r’d9* +1*sin*8dg®, y* ==——e ™
r
lesen wir die 4-Beine ab und erhalten mit

(1.9) Lp=erx' €'

die Lorentztransformation

cosiy —siniy

(1.10) L™

siniy, CoSiy

mit der skalierten Koordinatenzeit y =t/4M. Daraus ergibt sich fir den bradyonischen Fall die
Kruskalgeschwindigkeit

(1.11) v, =thy.

Das Gravitationsfeld wird durch die Ricci-Rotations-Koeffizienten beschrieben. Diese transformieren
inhomogen in ein relativ bewegtes System:

(1.12) AnS =LINSA S S

m'n's” *mn s —n'm' "

Setzt man darin die Schwarzschildwerte in A ein und berechnet den zweiten Term mit (1.10), gewinnt
man die Kruskalbeschleunigung, die auch vom statischen System aus betrachtet werden kann. Die
effektive Kruskalbeschleunigung ist

1

amf1-2M)r

(1.13) K =K, +E,, K, ={10,0,0}
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wobei die eigentliche Kruskalbeschleunigung K durch die (negative) Schwerebeschleunigung E ver-
mindert wird. Man erkennt mit (1.12), dass die Feldgrossen im Kruskalsystem nur im &dusseren
Schwarzschildbereich definiert sind und die einsteinschen Feldgleichungen den inneren Schwarz-
schildbereich nicht beschreiben kdnnen. Es erhellt, dass die Wahl eines neuen Koordinatensystems
den geometrischen und physikalischen Gehalt einer Theorie nicht verandern kann. Das ist eigentlich
die Grundvoraussetzung einer physikalischen Theorie.

Ein weiterer Vorstoss in den inneren Bereich wird durch die Umformung der Schwarzschildmetrik
mit

dr? — -
1. 2M 2M
r r

dr?, - [1— wjdtz - (ﬂ —1jd'[2
r r

ermoglicht. In dieser Schreibweise kann r < 2M sein. Die Metrik hat dann die Form

1

™M
r

dr? +r?d9® +r’sin’ 9 do” +(ﬂ -~ jdt2
r

(1.14) ds®=-

wobei die roten Ausdriicke jetzt zeitartig sind, die blauen raumartig. Es fallt auf dass die Variable r in
beiden Bedeutungen vorkommt, was widersprichlich ist. Dennoch wird Gl. (1.14) als Grundbezie-
hung fir die Definition eines schwarzen Loches herangezogen. Ein stellares Objekt kdnnte bis zum
Ereignishorizont kollabieren und zum schwarzen Loch werden. Der Ereignishorizont ware dann eine
Einwegmembran, alles kann hinein, nichts kann heraus, auch nicht Licht. Wir treten dem Gedanken
nicht bei und halten uns an Laue: Punkte mit r <2M existieren nicht fir die dussere Schwarzschild-

Losung.

2. Freier Fall und schwarzes Loch

Wiederholt wurden Versuche gemacht, Bewegungen zu beschreiben, die das Eindringen von Objek-
ten in den inneren Bereich des dusseren Schwarzschild-Modells erméglichen sollen.

Gautreau [6-7] und Gautreau und Hoffmann [8] nehmen an, dass Kérper beim Uberschreiten des
Ereignishorizonts mit Uberlichtgeschwindigkeit ihren Fall im inneren Bereich r < 2M fortsetzen. Von
De Sabbata, Pavsi¢ und Recami [9] und De Sabbata [10] wurde dieses tachyonische (Bewegung mit
Uberlichtgeschwindigkeit) und bradyonische (Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit) Verhalten
ausfihrlich untersucht.

Janis [11] fUhrt ein neues Bezugssystem ein, in dem die Geschwindigkeit eines frei fallenden Kor-
pers gemessen wird und zeigt, dass in diesem System die Geschwindigkeit am Ereignishorizont
r =2M kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Cavalleri und Spinelli [12,13] erkennen als Ursache
eine spezielle Koordinatenwahl und Missinterpretation der Teilchengeschwindigkeit. Janis [14] ver-
sucht in einer Antwort darauf seinen Standpunkt mit einem Vergleich mit dem Minkowskiraum zu
untermauern.

Aus Jaffes und Shapiros [15-18] Berechnungen ergibt sich, dass Teilchen, die auf ein stellares Ob-
jekt zufallen, zuerst beschleunigen, dann aber wieder langsamer werden. lhre Ubergangs-
geschwindigkeit am Ereignishorizont ware dann kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. McGruder IlI
[19] erkennt eine abstossende Wirkung in der Ndhe des Ereignishorizonts. Baierlein [20] widerspricht
Jaffe und Shapiro und weist darauf hin, dass die inkorrekte Wahl der Koordinatenzeit an Stelle der
physikalischen Zeit zu diesen Ergebnissen fuhrt.

Tereno [21] integriert ebenfalls die radiale Bewegungsgleichung und kommt zum Schluss, dass ra-
diale Geodaten beim Ereignishorizont keine Null-Linien werden. Womit gemeint ist, dass materielle
Teilchen mit Unterlichtgeschwindigkeit in ein schwarzes Loch eindringen kdnnen. Mitra [21,22] fuhrt
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diese Sicht auf einen Fehler beim Grenzwertiibergang in Terenos Rechnungen zuriick. Tereno fiihrt
vergleichbare Rechnungen nochmals in Kruskal-Koordinaten durch, um seinen Standpunkt zu erhér-
ten. Mitra antwortet mit einer ausfiihrlichen Analyse in Kruskal-Koordinaten. Da Tereno nochmals
widerspricht, zieht Mitra [23,24] die Shapiro-Teukolsky [25] [r,t]-Beziehung heran und gelangt mit
Hilfe von zyklischen Koordinaten wieder zum Ergebnis v = c am Ereignishorizont.

Unberihrt von dieser Kritik kommen Crawford [26] und Tereno in einer spateren Arbeit auf die
Problematik zuriick. Nach einer ausfihrlichen Diskussion liber Bezugssysteme im Schwarzschildfeld
geben sie eine Formel an, aus der die Geschwindigkeit berechenbar ist, mit der ein frei fallender Kor-
per in ein schwarzes Loch eintritt. Mit ahnlichen Problemen haben sich auch Krori und Paul [27], Lyn-
den-Bell und Katz [28] und Salzmann und Salzmann [29] beschaftigt. Wir verweisen noch auf die Ar-
beiten von Logunov, Mestverishvili und Kiselev [30] und Loinger [31]. Dass die Rotverschiebung am
Ereignishorizont unendlich wird, zeigen de Sabbata und Shah [32]. Einen weiteren Aspekt bringt Roy-
zen [33].

Eine von Misner, Thorne und Wheeler [34] in ihrem Lehrbuch behandelte Methode scheint sich
weitgehendst durchgesetzt zu haben. Sie wurde in einigen Lehrbichern und in hunderten Arbeiten
libernommen. Die Autoren befassen sich auf mehreren Seiten mit dem freien Fall eines Objekts, das
von einer beliebigen Position zu einer Zentralmasse hin wegfallt. Sie stellen fest, dass von der Warte
eines Beobachters im Unendlichen das Objekt sich asymptotisch dem Ereignishorizont ndahert, wah-
rend ein mitfallender Beobachter nach relativ kurzer Eigenzeit die Stelle r =0 erreicht hat. Das ist
schlimmer als bei Schrodingers Katze. Flir den einen Beobachter lebt sie ewig, flir den anderen ist sie
schnell tot. Das Problem wurde von MTW in Fig. 7 dargestellt. Wir wollen das Verfahren kritisch be-
leuchten.

Die von MTW auf mehreren Seiten (Fig. 6) dargestellte Ableitung vereinfachen wir, indem wir
Grossen, die keine direkte Verwendung haben, entfernen und uns von dem von MTW eingefiihrten
Begriff 'Energie im Unendlichen' trennen. Ubrig bleibt ein Fiinfzeiler, der zu den Ergebnissen von
MTW fihrt. An dessen einfacher Struktur kann man erkennen, dass die Ableitung fehlerhaft ist.

Fig. 6. Die Ableitung von Misner, Thorne und Wheeler
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Fig. 7. Der freie Fall von einer beliebigen Position nach Misner, Thorne und Wheeler

Das 4-dimensionale Linienelement wird je nach Bewegungszustand eines Beobachters in einen
Raum- und einen Zeitteil aufgespalten

(2.1) ds® = dx* —dT? =dx'’-dT'? =dx"2-dT"?
Ruhend Fall von einer beliebigen Position Fall aus dem Unendlichen

dx,dx',dx" sind die von den Beobachtern gemessenen Eigenlangen, dT,dT',dT" die Eigenzeiten. Der

angesprochene Fehler besteht darin, dass von MTW die Eigenlange, die ein Beobachter misst, der
von einer endlichen Position wegfallt, mit der Eigenzeit eines Beobachters kombiniert wurde, der aus
dem Unendlichen kommt, also

(2.2) ds® =dx'*—dT"? .
korrigiert man diesen Ansatz, kommt man zu ganz anderen Ergebnissen.

v' ist die Geschwindigkeit eines Beobachters, der aus einer endlichen Position r, kommt, v"* die
Geschwindigkeit eines Beobachters, der aus dem Unendlichen kommt. v, ist die Geschwindigkeit
eines Beobachters aus dem Unendlichen und zwar in dem Moment, wo er die Position r, erreicht

hat, von der der interessierende Beobachter wegfillt. Somit ist die zundchst unbekannte Grosse v'
bestimmbar. Man bildet die (relativistische) Differenz der aus der Schwarzschildtheorie bekannten

Geschwindigkeit v"=—/2M/r und der Geschwindigkeit v, =—/2M/r, an der Positionr, des Refe-

renz-Beobachters, den wir ins Auge gefasst haben. Den Zusammenhang der Geschwindigkeiten zeigt
Fig. 8.

V" o co

A A

A

Fig. 8. Die Geschwindigkeiten
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Fig. 9. Fallgeschwindigkeit von einer Fig.10. Fallgeschwindigkeit von einer belie-
beliebigen Position bigen Position

[hoee fl2eeecees [T =

Fig. 11. Fallzeit Fig. 12. Fallzeit

Man erkennt, dass die Fallgeschwindigkeit auch die Lichtgeschwindigkeit erreichen wiirde, wobei im
MTW-Fall ein Uberschreiten dieser zugelassen ist und der Ereignishorizont durchfallen werden kann.
Der Verlauf der Geschwindigkeit im MTW-Fall ist etwas gewunden und physikalisch wenig Gberzeu-
gend. Im streng relativistischen Fall liegen die Dinge anders: Die Geschwindigkeit des von r, wegfal-

lenden Beobachters ist

_dx o dt
4T’ dT!

. odr D
=a', —=a'v'.

(2.3) V' qT’

Die a sind die den Geschwindigkeiten zugeordneten Lorentzfaktoren. Integriert man

(2.4) AT =% gre— L g

a'v' o, (V"= V)
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liest man aus dem Verlauf der Integralkurve ab, dass die Zeit, die zum Vorriicken des Objekts ver-
braucht wird, bei asymptotischer Anndherung an den Ereignishorizont r =2M unendlich wird. Kein
Objekt kann den Ereignishorizont jemals erreichen oder gar durchdringen (Fig. 12). Man kann davon
ausgehen, dass alle Versuche in den inneren Bereich der dusseren Schwarzschild-Lésung vorzudrin-
gen, fehlgeschlagen sind. Schwarzschild hat man posthum einiges angetan.

3. Gravitationskollaps

Eine bedeutsame Rolle spielt die Schwarzschildtheorie beim Versuch den Kollaps eines Sterns zu be-
schreiben. Ein kollabierender nichtrotierender Stern soll jedenfalls von einem Schwarzschildfeld um-
geben sein. Die Annahme ist berechtigt, weil sich das Schwarzschild-Modell als einziges bewahrt hat.
Die Lichtablenkung und die gemessene Perihelbewegung des Merkurs stehen in gutem Einklang mit
den theoretischen Vorhersagen.

Erstmals wurde ein Sternenkollaps von Oppenheimer und Snyder [35] beschrieben. Die Autoren
greifen auf das mathematische Gerist eines expandierenden Kosmos von Tolman zu und adaptieren
es fiir den Kollaps. Die Arbeit wird als diejenige Arbeit bezeichnet, die die Theorie der schwarzen
Locher begriindet hat, wenn auch der Begriff 'schwarzes Loch' erst spater eingeflihrt wurde. Fir den
Wissenschaftshistoriker mag es interessant sein, dass sich niemand genauer mit dieser vielzitierten
Arbeit beschaftigt hat.

Eine sorgfaltige Analyse des OS-Modells zeigt jedoch einige Inkonsistenzen auf. Der kollabierende
Stern besteht aus inkoharentem Staub ohne inneren Druck und kollabiert im freiem Fall. Vor dem
Kollaps war er unendlich gross und fiillte ein unendlich grosses Universum vollstandig aus. Wahrend
des Kollapses wachst seine Massendichte. Er schrumpft aber nach endlicher Zeit zu einem singuldren
Punkt mit unendlich hoher Massendichte und unendlich hoher Raumkrimmung.

Wenn die Oberflache des Sterns den Ereignishorizont passiert, kann gemass OS kein Licht mehr
von diesem Stern weg, er wird schwarz. Mitra [36] hat gezeigt, dass OS bei der Berechnung dieses
Effekts sich nicht nur um den Faktor 1/4 verrechnet haben, sondern auch die relevante Grdsse das
falsche Vorzeichen hat. Neben den eben beschriebenen Unzuldnglichkeiten tritt jedoch noch ein wei-
teres Defizit zu Tage: An der Anschlussstelle stimmt die innere mit der dusseren Losung nicht Gber-
ein. Die innere Lésung der einsteinschen Feldgleichungen, die den Stern selbst beschreibt, muss an
die dussere Losung, die das umgebende Gravitationsfeld beschreibt, angepasst sein. Die Flachen der
beiden Losungen missen sich beriihren und gemeinsame Tangenten haben, d.h. die Metriken und
deren erste Ableitungen missen an der Grenzfliche der beiden Geometrien libereinstimmen. Die
erste Bedingung ist bei OS erfiillt, die zweite nicht, wie schon Nariai [37-39] festgestellt hat. Der
Sachverhalt ist in Fig. 13 illustriert.

Fig. 13. Die Anschlussstelle der Geometrien

Aus dem Vorhergesagten erhellt, dass das OS-Modell einen Kollaps nicht beschreiben kann und zur
Erklarung eines schwarzen Loches nicht geeignet ist.
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Ein weiteres Modell stammt von McVittie [40]. Es wurde spater von Weinberg wiederentdeckt
und in seinem Lehrbuch [41] beschrieben. Diesem Modell liegen zwei Geschwindigkeitsdefinitionen
zu Grunde. Diese Geschwindigkeiten kombinieren nicht nach dem einsteinschen Additionsgesetz der
Geschwindigkeiten. An der Oberflache des Sterns gilt fir die Kollapsgeschwindigkeit der Ausdruck

2M _2M
r r'

(2.5) V=t
1 2M

Das gibt einen Geschwindigkeitsverlauf, wie wir ihn aus Fig. 9 kennen. Beide Autoren verlangen, dass
sich ihre kollabierenden Losungen an das aussere Schwarzschildfeld anschliessen, haben aber
Schwierigkeiten das korrekt auszufiihren. Wiederum kann die Oberflache des Sterns den Ereignisho-
rizont passieren und sein Schicksal endet in einer Singularitat.

Neben diesen klassischen Modellen gibt es zahlreiche Ansatze fiir einen Kollaps, von denen die
meisten keine strengen Losungen der einsteinschen Feldgleichungen sind. Will man namlich auch
den Druck im Inneren des Sterns bericksichtigen, hat man eine Variable mehr, aber nicht genug Glei-
chungen um diese zu bestimmen. Wenn auch das Modell nicht voll bestimmbar ist, so ist man schon
zufrieden, wenn man wenigstens Uber den Verlauf des Kollapses Aussagen machen kann. Auch hat
man Anpassungen mit Computertechniken versucht.

Allen diesen Ansatzen ist gemein, dass durch Losen der einsteinschen Feldgleichungen eine 'kolla-
bierende Metrik' gefunden werden soll. Jedoch ist gerade diese Strategie schuld daran, dass kein
befriedigendes Ergebnis erzielt werden konnte. Eine kollabierende Metrik zu suchen, heisst nach
einer Linie auf einer Flache zu suchen, dessen Element nicht nur die Eigenschaften der Flache selbst,
sondern auch deren Anderung beschreibt.

Fig. 14. Die 'kollabierende Fldche'

Der logische Gehalt dieses Vorhabens erinnert an die Erzahlung von dem Baron Miinchhausen, der
sich am eigenen Zopf aus dem Sumpf zieht.
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Ninchhaufen Q. Terrjurth pinx

Fig. 15. Baron Miinchhausen

Wenn man ein Modell fir einen Sternenkollaps erfolgreich aufstellen will, wird man sich von dem
Gedanken trennen missen, als Losung der einsteinschen Feldgleichungen eine Metrik zu erhalten,
die alle geometrischen Eigenschaften beinhaltet, die diesen Kollaps beschreiben. Weiters taucht die
Frage auf, warum versucht wurde, die dussere Schwarzschild-Lésung durch neue Modelle zu ergan-
zen und warum nie versucht wurde die innere Schwarzschild-Losung so zu erweitern, dass sie einen
Kollaps zuldsst. Wir [42] haben letzteren Ansatz erfolgreich versucht.

4. Die innere Schwarzschild-Lésung und der Kollaps

Wir gehen vom Linienelement der statischen inneren Schwarzschild-Losung

(3.1) ds® = R°dn’ + R?sin"nd9” + R* sin"nsin8de® + | 3Rcosn .~ R cosn | *diy?

aus. Der Raumteil der Metrik beschreibt das Linienelement einer 3-dimensionalen Kugelhaube auf
einer Hyperkugel mit dem Radius R. Letzterer ist so gewadhlt, dass diese Flache mit dem
Flamm'schen Paraboloid gemeinsame Tangenten (Wendetangenten) hat. Im Zeitteil der Metrik ist
Rdiy =idt der geometrische Ausdruck fir die Zeit. Will man aus dem statischen Modell ein kollabie-

rendes Modell herleiten, muss man den Radius der Hyperkugel zeitabhangig ansetzen

(3.2) R=R(t).

Kollabiert der Stern, schrumpft die Hyperkugel, d.h. sie gleitet das Flamm'sche Paraboloid herab und
ihr Radius verringert sich.
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Fig. 16. Die kollabierende innere Lésung

Man erkennt aus der Zeichnung, dass keine kollabierende Flache vorhanden ist, sondern ein Satz von
Flachen, die jeweils Momentaufnahmen der statischen inneren Losung sind, Momentaufnahmen, die
den Kollaps nicht beschreiben kénnen. Demnach gibt es auch kein Koordinatensystem, das eine kol-
labierende Flache bedeckt und sich mit dieser mitbewegt. Der Stern ist von dem dusseren Schwarz-
schildfeld umgeben, das geometrisch mit dem Flamm'schen Paraboloid dargestellt wird. Letzteres
bleibt wahrend des Kollapses unverandert. Das entspricht dem Birkhoff'schen Satz: Der Kollapes hat
keinen Einfluss auf das dussere Feld. Das Flamm'sche Paraboloid legt jedoch den Verlauf des Kollaps
fest. Die Kugelhaube gleitet das Flamm'sche Paraboloid hinunter, ihr Krimmungsradius ist immer
halb so lang wie der Krimmungsradius der Schwarzschildparabel an der Grenzflache und so zu jedem
Zeitpunkt bestimmt. Hier zeigt sich deutlich, dass die Art, wie sich die innere Geometrie zu verhalten
hat, nicht eine Eigenschaft dieser ist, sondern ihr von der dusseren Geometrie mitgeteilt wird. Zu
jeder Zeit des Kollapses legt die dussere Geometrie die Krimmung der inneren Geometrie fest. Mo-
delle, die die Eigenschaften des Kollapses in ihrer eigenen Metrik implementieren wollen, werden
wenig erfolgreich sein. Es erhebt sich auch die Frage, warum n ach neuen Lésungen gesucht wird, wo
doch innere und dussere Schwarzschildlésung eine Einheit bilden und auch durch einen gemeinsa-
men mathematischen Kalkil dargestellt werden kénnen [43].
Der Spannungs-Energie-Impuls-Tensor der inneren Losung ist einfach aufgebaut

(3.3) T -

Ho
Das stellare Objekt wird ndaherungsweise durch eine homogene Flussigkeitskugel dargestellt. Die
Massendichte
(3.4) Ky = —5
vergrossert sich, wenn der Radius der Kugelhabe und somit das Volumen des Sterns schrumpft. Der
Druck

3 cosn,—cosm

3.5 =_
(3:3) e R? 3cosn,—cosn
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ist negativ. n ist der Polarwinkel zur Kugelhaube im Einbettungsraum. n' ist der Polarwinkel an der

Grenzfliche, somit der Offnungswinkel der Kugelhaube. Man erkennt sofort, dass der Druck an der
Grenzflache erwartungsgemadss null ist, nach innen aber ansteigt. Im Mittelpunkt des Sterns (n=0)

gilt

1-cos
(3.6) P, = iz—”g _
R” 3cosn,—1

Fir 3cosn, =1 wir der Druck im Mittelpunkt des Sterns unendlich. Rechnet man den Grenzwinkel
auf die Grenzposition r; um, erhalt man als Parameter fir die Minimalgrésse eines Sterns mit der
Masse M

(3.7) r,=2.25M,

einen Wert, der Gber dem des Ereignishorizonts der dusseren Losung (r = 2M) liegt. Im Rahmen der
Schwarzschildtheorie kann ein Stern nicht beliebig klein sein. Sein Volumen lberdeckt immer den
hypothetischen Ereignishorizont. Alle Uberlegungen, was an diesem geschehen kénnte und was er
mathematisch bedeutet, sind daher Gberfliissig. Wir nennen r, den Druckhorizont des Sterns.

Wenn man weiters eine Rohre durch den Mittelpunkt des Sterns bohrt und einen Kérper durch
den Stern fallen lasst, so tritt dieser auf der gegeniiberliegenden Seite wieder aus, fallt zuriick und
pendelt hin und her. Ist der Stern hinreichend klein, so erreicht der Kérper beim Durchlaufen des
Mittelpunktes die Lichtgeschwindigkeit [43]. Es gibt somit einen Geschwindigkeitshorizont, der mit
dem Druckhorizont identisch ist. Damit ist auch festgestellt, dass in einer Theorie des Sternenkollap-
ses, die auf der inneren Schwarzschild-Losung aufbaut, stellare Objekte nur bis auf eine Minimalgros-
se kollabieren kdnnen. Jene ist durch den inneren Horizont festgelegt. Dies hat zur Folge, dass im
Rahmen der vollstandigen Schwarzschildtheorie der Begriff 'schwarzes Loch' keine Existenz-
berechtigung hat. Dass dies auch so ist, wollen wir im Folgenden zeigen.

Fig. 17. Der Geschwindigkeitshorizont

Wir notieren eine vom statischen Modell bekannte Beziehung und erganzen diese durch eine analoge
fir das mitbewegte System:

(3.8) Fr”:TR’ g =0, =rip==", 1, =0.

Die Hilfsvariable r' mit dem Wertebereich [O,...,r; ] wird in der Literatur als mitbewegte radiale
Koordinate bezeichnet. r; ist der Wert von r' an der Oberflache de Sterns. Wir machen aber von

dieser Interpretation keinen Gebrauch, da wir fir das kollabierende Modell kein Koordinatensystem
verwenden, bzw. verwenden kdnnen. Das haben wir weiter oben ausfiihrlich begriindet.
Es gelten noch folgende Relationen:



Rainer Burghardt Leibniz Online, Nr. 26 (2017)

Karl Schwarzschild und was mit seinem Werk geschah S.14v.17
3
PPN VIR S L)
R (Rz ’ R (R’ 2M
(3.9)

r|2 rl r'3

2 9

R N FIY
0 0

Zu Beginn des Kollapses ist ry=r; und R =R,. Weiters verlangen wir, dass die beiden in (3.9) defi-

nierten Geschwindigkeiten nach dem einsteinschen Additionsgesetz der Geschwindigkeiten zur Kol-
lapsgeschwindigkeit zusammengesetzt werden

_ Ve —V,

3.10 V. = .
(3.10) 1wy,

Damit haben wir zusammen mit (3.2) das kollabierende Schwarzschildmodell aufgestellt. Es muss
nur gezeigt werden, dass mit diesem Ansatz die Feldgleichungen sowohl fiir das mitbewegte als auch
fir das nicht mitbewegte Beobachtersystem erfllt sind. Des Weiteren soll der Erhaltungssatz mit
den jetzt zeitabhangigen Gréssen p und p, erfillt sein. Auf diese Details gehen wir hier nicht ein,

sondern bemerken nur, dass die einsteinschen Feldgleichungen

Ron =~ US”S+USUS}hmn

= Boym * Ban}—bnbm {BSHS + BSBS}

IIs
3

-1C +CnCm}—cncm {CS

allm +CSCS}
—%R = [US”S+ USUS}+{BSHS +BSBS}+[Cs +CSCS}

IIs
3

im mitbewegten System die selbe Form haben wie im statischen System, die Feldgréssen jedoch zeit-
abhangig sind und eine vierte zeitabhdngige Komponente haben. Des Weiteren tritt gegenliber dem
statischen Modell eine neue Grosse

(3.11) F =R, — E“

R
auf, die den Verlauf des Kollapses beschreibt. Im nicht mitbewegten System ist die Auswirkung des
Kollapses am einfachsten zu erkennen. Die gesamte Anziehungskraft setzt sich zusammen aus der
Schwerebeschleunigung, die bereits im statischen Modell vorkommt, und einer zusatzlichen Be-
schleunigung, die dem Kollaps entspringt und die Grosse (3.11) beinhaltet

(3.12) E:gl = g9 Elr(nol )

m

Trotz des komplizierten formalen Aufbaus sind die Ergebnisse recht einfach und gut verstandlich.
Die wichtigste Eigenschaft des Modells gewinnt man aus der Integration der Kollaps-
geschwindigkeit. Der Stern schrumpft in der radialen Richtung mit

dx* dT
VC =d—T, Xm =(X,Rdr, FZQC .

Somit hat man unter Anwendung einer Lorentzbeziehung
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o dr
dFiI" =0cVe = (XR(XI(VR _VI)
und
. 1
(3.13) dT'=——dr.
aI(VR - VI)

Da die Gréssena, und v, an der Oberflache des Sterns (r=r 1|

der Ausdruck im Intervall [r,,r; ] einfach integrieren. Das Ergebnis ist in Fig. 18 aufgetragen.

= const. ) konstant sind, lasst sich

Zeitlicher Werlauf des Kollapses
T T T T T

Zeit

Eigenz

Radiale Richtung
Fig.18. Der zeitliche Verlauf des Kollapses

Das Ergebnis bestatigt unsere Erwartungen. Die Oberflache des Sterns schrumpft, kann aber den
inneren Horizont (strichlierte Linie) nur asymptotisch, d.h. nur nach unendlich langer Zeit erreichen.
Das vollstandige Schwarzschildmodell ldsst keine schwarzen Locher zu. Beim Kollaps entsteht ein
ECO (Eternally Collapsing Object). Die Existenz eines solchen stellaren Objekts wurde von dem indi-
schen Physiker Mitra [44] auf Grund astrophysikalischer Uberlegungen vorhergesagt. Ist der Stern
einmal nahe an den inneren Horizont kollabiert, unterscheidet er sich in seinen dusseren Eigenschaf-
ten kaum von dem, was man einem hypothetischen schwarzen Loch zuschreibt. Das hdtte man aber
bereits beim Studium der Schwarzschild'schen Arbeiten 1916 erkennen kénnen und nicht erst 100
Jahre spater, im jetzigen Jahr 2016.

Wir fassen die Eigenschaften der vollsténdigen Schwarzschildlésung zusammen:

e Ein stellares Objekt mit den beiden Parametern pund p, hat ein dusseres Feld, das durch die

dussere Schwarzschild-Losung beschrieben wird, sein Inneres durch die innere Schwarzschild-
Loésung.

e Die Schwerkraft im Inneren ist Giberall regular, im Zentrum des Sterns ist sie null.

e Die innere Losung Uberdeckt immer den Ereignishorizont der dusseren Losung, sodass der Er-
eignishorizont nie zutage tritt. Somit entfallen alle Uberlegungen, die auf eine exotische Situati-
on an dieser Stelle hinweisen.

e |Im Besonderen werden alle Versuche, das Modell durch eine neue Koordinatenwahl unter den
Ereignishorizont auszudehnen oder eine Bewegung in diesen Bereich zuzulassen, durch die
Struktur des Modells ausgeschlossen.

e Sterne kdnnen zu einem ultraschweren Objekt kollabieren. Sie kénnen nie zu einer Punktsingula-
ritdt mit unendlich hoher Raumkrimmung und Massendichte schrumpfen.
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Bei dem vollstandigen Schwarzschildmodell treten keine unangenehmen Besonderheiten auf. Es er-
flllt alle Voraussetzungen, die man sich von einer Feldtheorie wiinscht.

Das ist eben Schwarzschild!
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