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Gewisse Einfachheit auf den komplizierten Wegen zur hochsten
Gewissheit

1. Mathematisierung vereinfacht und hilft wirkliches Einfaches
aufzuspiiren

Der jedem Wissenschaftler ureigene Drang, Zusammenhéinge in Natur nebst
Gesellschaft, vor allem die Beziehungen von Ursachen und Wirkungen auf-
zudecken, setzt die Erkennbarkeit der Welt voraus: die Welt selbst ist ein
strukturiertes Ganzes und Menschen sind befahigt, diese strukturierte Welt
in ihrem Bewusstsein mehr oder minder addquat abzubilden. Komplexe Zu-
sammenhénge werden so erforscht, dass Ergebnisse in der Form von Aussa-
gen gefunden werden, deren Wahrheit oder Richtigkeit fiir jeden logisch
Denkenden unbestreitbar ist. Insofern ist jeder Erkenntnisprozess zugleich
ein Vereinfachungsprozess.

Das an wirklichen Zusammenhingen schon Herausgefundene kommt
uns klar und einfach vor gegeniiber dem noch Unerklérlichen, Unverstande-
nen, und mitunter fragen sich Beteiligte nach Jahren von Irrungen und Wir-
rungen, warum sie die dann doch so klaren, einfachen Zusammenhéinge nicht
schon frither gesehen haben, wie es beispielsweise im langen Prozess der
Entdeckung der nuklearen Energie der Fall war.' Im endlosen Labyrinth der
Wege und Irrwege zur Gewissheit stehen neue Einsichten fiir Fortschritte,
die den zuriickgelegten, bewiltigten Teil des Weges, also die aufgedeckten
wirklichen Zusammenhénge, als relativ einfach erscheinen lassen. Erkennen
macht einfacher, was freilich im Einzelnen einen subjektiven Aspekt hat.

Mathematik dient als Methode und Werkzeug der Erkenntnisgewinnung
und entwickelt sich in Wechselwirkung mit immer neuen Anforderungen
selbst weiter. Sie wird dabei zunehmend niitzlicher und vielfach unentbehr-
lich. Gelingt es, wesentliche Charakteristika eines natiirlichen, einschlieBlich
gesellschaftlichen Phanomens mit mathematischen Mitteln zu erfassen und

1 Vgl. Horst Kant, Die Entdeckung der nuklearen Energie — einige wissenschaftshistorische
Betrachtungen. Vortrag in der Klasse Naturwissenschaften und Technikwissenschaften der
Leibniz-Sozietit der Wissenschaften zu Berlin am 11. Juni 2015.
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aus der formalen mathematischen Beschreibung neues Wissen iiber das zu
Erkennende abzuleiten, spricht man von einer Mathematisierung des
betreffenden Phanomens. Mathematisierung zielt auf Gesetzesaussagen iiber
objektive Vorgédnge mittels einer mathematischen Formalisierung, sie hilft
somit, Einfaches aufzuspiiren.

Mathematische Formalisierungen sind notwendigerweise mit Idealisie-
rungen und mit der Abstraktion von allem Sinnlichen verbunden. Mathe-
matische Modelle sind also immer Reduktionen, stellen immer Vereinfa-
chungen dar. Wenn sinnliche Erfahrungen nicht zugénglich sind oder, um-
gekehrt, ausschlieflich als eine uniibersichtliche Fiille von Datenmengen
und scheinbaren Zusammenhéngen, dann werden Mathematisierungen un-
verzichtbar. In den verschiedensten Bereichen wirken die heutigen mathe-
matischen Methoden schon in hochst beeindruckender Weise.” Dennoch
erwachsen immer wieder neue, weitere Entwicklung erzwingende Heraus-
forderungen. Im Grunde bleibt jedoch die Situation so, wie sie bereits
Leonhard Euler (1707-1783), einer der Pioniere der Mathematisierung,
beschrieben hat:

»Selbst im Interesse derjenigen Wissenschaften, fiir welche die elementare Ma-
thematik zu geniigen schien, ist die Weiterentwicklung der hoheren Mathematik
bis zu einem Grade erforderlich, den sie noch lange nicht erreicht hat. Daher will
ich in dieser Abhandlung zeigen, dass der Nutzen der hoheren Mathematik [...]
stets wichst, je hoher man in dieser Wissenschaft steigt; ja, dass die Mathematik
noch nicht einmal so weit entwickelt ist, als auch die gebrauchlichsten Anwen-
dungen es eigentlich erfordern. Um dies deutlich zu beweisen, mochte ich der
Reihe nach jene Wissenschaften durchgehen, deren Nutzen von jedermann aner-
kannt wird [...] Ich werde zur Evidenz zeigen, dass eine um so héhere Analysis
erforderlich ist, je groBer der Nutzen, den wir aus diesen Wissenschaften ziehen
wollen; dass es aber fast immer der noch ungeniigenden Entwicklung der Ma-
thematik zuzuschreiben ist, wenn unsere Hoffnungen, die wir in jene setzen,
nicht erfiillt werden*

. 23
— man lese nur elementare Mathematik als vorhandene Mathematik.

2 Vgl. Gerhard Banse et al. (Hg.), Die Mathematik im System der Wissenschaften. Abhand-
lungen der Leibniz-Sozietit der Wissenschaften, Band 24, trafo Wissenschaftsverlag Ber-
lin, 2009; Eberhard Zeidler, Die Faszination der Wechselwirkungen zwischen Mathematik
und Naturwissenschaften. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
Band 109, Sonderheft, S. S19—-S40, Birkhduser Verlag Basel, 2007; Peter Deuflhard et al.
(eds.), MATHEON — Mathematics for Key Technologies, EMS Series in Industrial and
Applied Mathematics, Band 1, European Mathematical Society Ziirich, 2014.

3 Leonhard Euler, Einleitung zur Rechen=Kunst zum Gebrauch des GYMNASII bey der
Kayserlichen Academie der Wissenschaften in St.Petersburg. Gedruckt in der Academi-
schen Buchdruckerey 1738. Deutsche Ubersetzung von J. J.Burckhardt, Commentatio 790
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2. Mit Mathematik verbundene Paradigmen der Einfachheit
und Reduktionismus

Die Herausbildung von Infinitesimalrechnung, Variationsrechnung, Diffe-
rentialgleichungstheorie und klassischer Mechanik in der Zeit der Aufkla-
rung war eng verbunden mit dem Gedanken einer mathematischen Ordnung
der Welt, vereint mit der Vorstellung, alle Bewegung sei mechanischer Art
und mathematisch berechenbar. Mathematische Gesetze wurden als inhé-
renter Bestandteil der Schopfung angesehen, woraus die verpflichtende Auf-
gabe resultiere, die entsprechende Mathematik zur Entschliisselung zu ent-
wickeln. Lassen wir dazu wieder Euler zu Wort kommen:

,,Muss man sodann bei all den Vorgéngen, bei denen man eine Verdnderung be-
obachtet, nicht vorerst auf die Bewegung achten, zusehen, wodurch und wie sie
hervorgerufen wurde, welche Verdnderungen sie erleidet, u.s.w.? ... Denn alle
Verdnderungen, die wir in der Natur beobachten, stammen von der Bewegung
her; es ist also klar, dass die Mechanik, das heif3t die Wissenschaft von der Be-
wegung, notwendig ist, um selbst die kleinste Verdnderung im Universum zu er-
klaren.” (Ebd.)

Vor diesem Hintergrund gelangte Immanuel Kant (1724—-1804), dem Eulers
Auffassungen nicht unbekannt waren, zu der hdufig zitierten Behauptung,
,»dass in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft
angetroffen werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist*.

Euler war der Begriinder des calculus variationum, der Variationsrech-
nung, die ndchst ihm besonders durch Joseph L. Lagrange (1736—1813) und
William R. Hamilton (1805—-1865) geprigt wurde. Euler hat als erster ein
Prinzip der kleinsten Wirkung fir die Bewegung eines Massenpunktes ma-
thematisch korrekt formuliert. Zugleich mahnte er Vorsicht an in Bezug auf
etwaige Generalisierungen im Rahmen der seinerzeit — insbesondere an der
preuBBischen Akademie gefiihrten — hochaktuellen Diskussion zum Prinzip
der kleinsten Aktion: ,,Aus diesen Fillen leuchtet die vollige Ubereinstim-
mung des Prinzips [...] mit der Wirklichkeit ein: aber es kann noch zweifel-
haft sein, ob diese Ubereinstimmung auch in komplizierteren Fillen statt-

C indicis Enestroemiani, Opera Omnia, Band 3/2, Birkhduser Verlag Basel, 1942; vgl.
Roswitha Mirz, Mit Euler rechnen. Oder: Eine dorische Sdule in der Mathematik. Sit-
zungsberichte der Leibniz-Sozietit der Wissenschaften, Band 94, S. 87-89, trafo Wissen-
schaftsverlag Berlin, 2008.

4 Immanuel Kant, Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft (A VIII), Riga
1786, Werkausgabe, Band 9, Suhrkamp Frankfurt am Main, 1991, S. 14.
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findet. Deshalb muss man sorgfiltig die Reichweite dieses Prinzips untersu-
chen, um ihm nicht mehr zuzuschreiben, als in seiner Natur liegt.“5

Mit Hilfe der Formalismen von Lagrange und Hamilton und deren Wei-
terentwicklungen wurden die klassische Prinzipien-Mechanik abgeleitet und
spéter auch die Grundlagen der modernen Physik gelegt, welche insgesamt
die Annahme stiitzen, dass Grundgesetze der Natur prinzipiell einfach seien.
Dazu Werner Heisenberg (1901-1976):

,Die moderne Physik schreitet also auf denselben geistigen Wegen voran, auf
denen schon die Pythagoreer und Plato gewandelt sind, und es sieht so aus, als
werde am Ende dieses Weges eine sehr einfache F orméllierung der Naturgesetze
stehen, so einfach, wie auch Plato sie sich erhofft hat.*

Das Paradigma von Einfachheit als Wirkprinzip wird traditionell von Philo-
sophen, Physikern und mit mathematischer Physik befassten Mathematikern
favorisiert, zunédchst ausgehend von den nun offensichtlich einfachen me-
chanischen Beziehungen wie die Newtonschen Grundgesetze der Bewegung
und mechanischen Extremalprinzipien, spéter in Anbetracht modernerer phy-
sikalischer Gesetze nebst entsprechender Mathematisierungen. Die anhal-
tende gemeinsame Suche von Physikern und Mathematikern nach der Welt-

formel, einer einheitlichen Feldtheorie, die alle vier bekannten physikalischen

Wechselwirkungen konsistent beschreiben soll, gilt ausschlieBlich physika-
lischen Vorgéngen — auch wenn in der Euphorie des Erkenntnisfortschritts
immer wieder von allgemeinen Naturgesetzen oder gar der Mathematisie-
rung der Natur die Rede ist.”

Zwar belédchelt jedermann heute die mit der mechanistischen Weltan-
schauung aus dem 18. Jahrhundert verbundene Vorstellung, Tiere seien me-
chanische Maschinen komplizierterer Art, doch wird kaum daran gedacht,
dass die in unserer Zeit vielfach vorgenommene Gleichsetzung von Natur-
gesetzen mit ausschlieflich physikalischen Zusammenhidngen nur ein auf

5 Leonhard Euler, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimi proprietate gaudentes,
sive solutio problematis isoperimetrici lattisimo sensu accepti, Additamentum II der Varia-
tionsrechnung (EO 1/24), Lausanne, 1744, Opera Omnia, Band 1/24, Birkhduser Verlag
Basel, 1952.

6  Werner Heisenberg, Physik und Philosophie (7. Auflage). Hirzel Stuttgart, 2006, S. 106.

7  Der Large Hadron Collider (LHC) am CERN bei Genf wird auch ,,Weltmaschine* genannt.
Von den dort derzeit bis 2018 geplanten Experimenten werden bahnbrechende Erkennt-
nisse zu einer neuen Physik erwartet; vgl. Martin Koch, ,,Weltmaschine® erreicht Rekord-
energie, Neues Deutschland vom 13./14. Juni 2015, S. 26.

Vgl. John D. Barrow, Theorien fiir Alles. Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg,
1992; Anthony G. Lisi, An Exceptionally Simple Theory of Everything, arxiv: 0711.0770
vl [hep-th], 2007.
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neue Art reduktionistischer Ansatz ist, der moglicherweise in spiteren Jah-
ren gleichermaBen beldchelt werden wird. Zweifellos aber waren und sind
diese mit Mathematisierung verkniipften Reduktionismus-Varianten mit er-
heblichem Erkenntnisgewinn verbunden.

Die Einfachheit der die physikalischen Wechselwirkungen beschreiben-
den Differentialgleichungen wird immer wieder erneut hervorgehoben. Sieht
man sich allerdings das weitere mathematische Zubehdr an, so findet man
auch reichlich Kompliziertes. Unter anderem spielen Lie-Gruppen bei der
Ldsung der beschreibenden Differentialgleichungen eine wesentliche Rolle,
ein elegantes, aber durchaus kein triviales mathematisches Konstrukt! In
Bezug auf die Weltformel wird die Superstringtheorie noch immer kon-
trovers diskutiert, desgleichen die spezielle Lie-Gruppe ES8, ein Gebilde mit
248 Freiheitsgraden, dessen Struktur 2007 nach aufwendiger Suche berech-
net werden konnte, mit einer Ergebnisliste bestehend aus einer Matrix mit
205 Milliarden Eintrdgen. Soweit zu den nicht einfachen Hintergriinden der
erhofften einfachen Weltformel. Der Mathematiker Eberhard Zeidler stimmt
ein in die Euphorie zur Einfachheit der Gleichungen, betont aber auch die
immensen Schwierigkeiten ihrer Losung :

,,.Die Naturgesetze werden besonders einfach, wenn man die infinitesimale Stra-
tegie von Newton und Leibniz benutzt [...] Dann entstehen nur wenige funda-
mentale Differentialgleichungen, z.B. die Maxwellschen Gleichungen der Elek-
trodynamik, die Einsteinschen Gleichungen der allgemeinen Relativitétstheorie,
die die Entwicklung des Kosmos beherrschen, und die Gleichungen fiir das Stan-
dardmodell der Elementarteilchen [...] Es ist erstaunlich, dass man die Fiille der
Naturerscheinungen durch wenige Grundgleichungen beschreiben kann. Die
Aufgabe der Mathematik ist es, diese Differentialgleichungen zu 16sen. Wegen
der Vielgestaltigkeit der Phdnomene in der Natur ist es jedoch nicht verwunder-
lich, dass die Losung von Differentialgleichungen mit erheblichen mathemati-
schen Schwierigkeiteg verbunden ist und einen hdchst aktuellen Forschungs-
gegenstand darstellt.

Der Gedanke, Naturgesetze mittels relativ einfacher Gleichungen beschrei-
ben zu koénnen oder, noch besser, in der Form, dass man eine bestimmte
Grofe angibt, die beim wirklichen Ablauf einen Extremwert annimmt, wo-
durch sich entsprechende Gleichungen als Extremalbedingungen ergeben,
ist nach wie vor faszinierend. Der Frage nach der Generalisierung solcher
Prinzipien der Einfachheit wird seitens der Philosophie grundsitzliche er-

8 Eberhard Zeidler, Die Faszination der Wechselwirkungen zwischen Mathematik und Na-
turwissenschaften. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Band 109,
Sonderheft, S. S19-S40, Birkhduser Verlag Basel, 2007.
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kenntnistheoretische und methodologische Relevanz fiir wissenschaftliches
Arbeiten beigemessen.9 Die eigentliche Schwierigkeit, auch bei einfach aus-
sehenden Gleichungen, ist die praktische Bestimmung von Losungen. Meist
kdnnen nur Approximationen von Losungen berechnet werden, wozu leis-
tungsfiahige Verfahren zur Verfiigung stehen und stdndig neue bedarfsge-
recht entwickelt werden, die allerdings wiederum zum Teil recht aufwendig
sind mit integrierter Adaptivitdt und Kontrollmechanismen. AuBlerhalb von
Mechanik und Physik, in Bereichen der Chemie, der Okologie, der Lebens-,
Sozial- und Wirtschaftswissenschaften sind wirkliche Zusammenhéinge weit-
aus vielschichtiger und umfassender. Die Mathematisierung kommt dort zu-
weilen einer Gratwanderung gleich zwischen der angemessenen Beriick-
sichtigung aller als wichtig angenommenen Einflussfaktoren und der prakti-
schen Losbarkeit. Die wirklich wesentlichen Faktoren miissen oft erst durch
Experimente, gegebenenfalls mathematische, herausgefunden werden, ihre
Einflussbereiche kdnnen sich mit der Zeit und in Abhéngigkeit von anderen
Komponenten andern.'® Dennoch gelingt es, vielfaltige wirkliche Prozesse zu
simulieren, zu prognostizieren und zu steuern, also zu mathematisieren.

Bei der mathematischen Modellierung mittels Gleichungen, deren Lésun-
gen das interessierende Prozessverhalten widerspiegeln sollen, geht man in
der Regel aus von vorhandenen Erfahrungen und der Intuition in Bezug auf
einfache, partielle, wirkliche Zusammenhénge wie etwa die Proportionalitat
beteiligter Groen. Die daraus schlielich konstruierten Gleichungen sehen
in der Folge tatsdachlich oft relativ einfach aus, wenigstens fiir Mathemati-
ker. Das primére Anliegen ist hier aber nicht die Einfachheit der Gleichun-
gen, sondern der Aufbau eines sachgemifBlen mathematischen Modells und
dessen praktische Losung. Das Verhalten der Losungen kann — wie das Pro-
zessverhalten selbst — durchaus verdnderlich komplexe Ziige aufweisen.
Einfachheit der resultierenden Gleichung ist gegebenenfalls nur ein hdchst
erfreuliches Zusatzergebnis.

Dem Obigen vollig entgegengesetzt sind Herangehensweisen, die von
einem Paradigma der Einfachheit des Verhaltens als primire Grundlage aus-

9  Erdmute Sommerfeld et al. (Hg), Einfachheit als Wirk-, Erkenntnis- und Gestaltungsprin-
zip, Sitzungsberichte der Leibniz-Sozietdt der Wissenschaften, Band 108, S. 5, trafo Wis-
senschaftsverlag Berlin, 2010.

10 Vgl. hierzu in diesem Band: Charles Coutelle, Die verfiihrerische Illusion ,,einfacher Kon-
zepte — Kritische Betrachtungen zum Prinzip Einfachheit an Hand von Beispielen aus Mo-
lekularbiologie und Medizin; Dietmar Linke, ,,Einfachheit in der Chemie? — Lasst, die ihr
eintretet, alle Hoffnung fahren! — Oder doch nicht ganz?*

11 Vgl. hierzu: Peter Deuflhard et al. (eds.), MATHEON — Mathematics for Key Technol-
ogies, EMS Series in Industrial and Applied Mathematics, Band 1, European Mathematical
Society Ziirich, 2014.
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gehen. In der Automatentheorie werden Modell-Systeme mit einer Vielzahl
gleichartiger, einfacher Grundbausteine konstruiert, die nach einfachsten
Regeln interaktiv agieren, und die in diskreten Schritten mit vorgegebener
Transformation von Schritt zu Schritt natiirliche Systeme nachbilden sollen.
Jeder Grundbaustein hat nur eine geringe Anzahl von Zustdnden. Das Ganze
wird auf Computern durchgespielt und visualisiert. Das entstehende Bild
wird in Bezug auf Muster untersucht. Manche der Bilder sehen Natur-Mus-
tern faszinierend dhnlich. Man sieht, dass einfachste Regeln, d.h. einfachste
Grundstrukturen, zu iiberaus komplizierten Gebilden fithren konnen, die
kaum mehr durch Intuition, sondern nur durch rechnerische Ausfiihrung und
Datenanalyse erfasst werden konnen, und die gegebenenfalls ihrerseits
Strukturen (Musterbildung) aufweisen konnen. Stephen Wolfram ist einer der
Pioniere, die einen derartigen Ansatz mittels der Theorie zelluldrer Automa—
ten verfolgen, wie vor ihm auch schon Konrad Zuse (1910- 1995) % Ein-
fachheit steckt unmittelbar in den vorgegebenen Verhaltensannahmen. Man
lasst den Automaten oder das Spiel einfach laufen und versucht, entstehende
Muster zu erkennen und zu deuten.”” Das Instrumentarium ist tatsichlich
einfachster Art. Gebraucht werden: ein Raum mit Zellaufteilung und der
Vorgabe, was Nachbarschaft von Zellen bedeuten soll, der Anfangszustand
aller Zellen und schlieSlich eine Transformationsfunktion, die fiir die néchste
Generation (die nédchste Zeitstufe) den Zustand einer jeden Zelle in Abhén-
gigkeit vom Zustand aller Nachbarzellen und des eigenen Zustandes berech-
net. Es ist erstaunlich, welche verschiedenartigen und komplizierten Muster
auf diese Weise erzeugt werden. Ahnlich wie bei Fraktalen konnen durch
einfachste Regeln Bilder mit komplizierter Struktur erzeugt werden. Hinrei-
chend ausgestattete zelluldre Automaten besitzen die Féahigkeit, sich selbst
zu reproduzieren. Wolfram hat 2002 bewiesen, dass man schon aus dem
elementaren zelluldren Automaten mit Nummer 110 eine Turing-Maschine
konstruieren kann.'* Beeinflusst werden kann das entstehende Muster nur
iiber die Vorgabe der Grundkonstellation. Besonders interessant wird es,
wenn in den vorbestimmten Regeln stochastische Elemente enthalten sind.

12 Konrad Zuse, Rechnender Raum. Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1969; Stephen
Wolram, A new Kind of Science. Wolfram Media, Inc. http://www.wolframscience.com/
nksonline/toc.html, 2002; Stephen Wolfram hat sich durch die Entwicklung von mathema-
tischer Software sehr verdient gemacht. Das Computeralgebrasystem Wolfram MATHE-
MATICA (http://www.wolfram.com/mathematica/) ist ein viel genutztes, bewéhrtes Hilfs-
mittel beim mathematischen Experimentieren.

13 Das bekannte Lebensspiel von John H. Conway (https://de.wikipedia.org/wiki/Conways_
Spiel des Lebens) ist hier tatséchlich Vorbild und Spezialfall.

14 http://mathworld.wolfram.com/ElementaryCellularAutomaton.html .
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Mit grolem Rechenaufwand konnen eindrucksvolle Muster fiir die Ausbrei-
tung von Waldbriinden, Krankheiten und Ahnliches erzeugt werden. Es
bleiben aber Muster ohne ernsthaftes Potential zu konkreten Vorhersagen.
Es handelt sich deshalb nicht um Mathematisierungen der wirklichen Pha-
nomene im obigen Sinne. Sieht man diese Automaten als Modelle von kon-
kreten natiirlichen Prozessen an, so ergibt sich in jedem Einzelfall wahr-
scheinlich eine viel zu weitgehende Reduktion. Es geht hier eher um Muster
fiir das globale Zeitverhalten von Systemen. Im Unterschied zu den obigen
gleichungsbasierten Modellen mangelt es nun an echten Bindungen an kon-
kreten, natiirlichen Zusammenhéngen. Da nun der Ansatz sehr einfach und
auch Laien leicht zugénglich ist, verschwindet das theoretische Umfeld
schnell aus dem Blick, ein Aspekt, den sich Aktivisten auch gern zunutze
machen.

Das Modell der biol%gischen Evolution von Gregory Chaitin ist ein we-
nig konkreter angelegt.1 Es geht ebenfalls gleich im Ansatz vom Paradig-
ma einer wirklichen Einfachheit aus:

,,In my opinion, if Darwin's theory is as simple, fundamental and basic as its ad-
herents believe, then there ought to be an equally fundamental mathematical
theory about this, that expresses these ideas with the generality, precision %%gd
degree of abstractness that we are accustomed to demand in pure mathematics.*

In seiner algorithmischen Informationstheorie verwendet Chaitin die Kol-
mogorov-Komplexitit zur Bestimmung des Informationsgehalts von Zei-
chenketten. Er begreift genetische Codes von Lebewesen als natiirliche Soft-
ware und ersetzt sie durch Zeichenketten als kiinstliche Software. Chaitins
Modell der biologischen Evolution ist das Muster sich zufillig entwickeln-
der Software, eine spezielle Turing-Maschine, in der Zeichenketten fiir die
genetischen Codes stehen. Die Kolmogorov-Komplexitét wird als deren Fit-
ness interpretiert. Pro Zeittakt vollzieht sich als Transformation die (zufél-
lige) algorithmische Mutation, die per Ansatz die natiirliche Mutation und
die Selektion in Einheit zum Vorbild hat. Wenn die Mutation A'=M (A) fit-
ter ist als A, dann stellt sich die Mutation ein, sonst nicht. Das Modell ist
wegen der viel zu weit gehenden Reduktionen sehr umstritten, was wenig
iiberrascht. Es konzentriert sich nur auf Genetisches und auch das nur re-
striktiv. Nach Anlage entsteht das Muster von immer mehr Fitness. Das ist
eine viel zu starke Vereinfachung in Bezug auf die biologische Evolution.

15 Gregory Chaitin, Making Biology Mathematical, Phanteon Books, 2012.
16 Gregory Chaitin, Speculations on Biology, Information and Complexity, EATCS Bulletin,
February 2007.
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Die Einfachheits-Ansatz-Modelle der Automatentheorie werden als Ex-
perimentierwerkzeug geschétzt. Es bleibt aber offen, inwieweit sie nicht nur
einfachstes, zu stark idealisiertes Systemverhalten skizzieren, sondern auch
fiir echte Mathematisierungen mit Prognose-Potential relevant sein kdnnen.
Aussagen wie ,,Everything is reducible to these simple computational proc-
esses” kennzeichnen die Euphorie der Beteiligten und zugleich einen viel zu
weit gehenden Reduktionismus. Es sieht so aus, als geselle sich zum Me-
chanismus des 18. Jahrhunderts, zum Physikalismus des 19. und 20. Jahr-
hunderts nun ein durch Informations- und Automatentheorie nebst gewalti-
ger Rechenkapazititen gepriagter weiterer Reduktionismus, eine Art Daten-
Analysismus. Dessen Erfolge in Datenanalyse, Mustererkennung, Bild- und
Spracherkennung zeigen sich inzwischen allgegenwirtig in unserem All-
tagsleben. Man denke zum Beispiel an die beeindruckende Musikerken-
nungsfunktion von Smartphones, die schnell und vielfach fehlerfrei mitteilt,
welches Musikstiick welches Komponisten man gerade hort, durch wen, wo
und wann es so interpretiert wurde. Natiirlich, wie in der Zeit des Mechanis-
mus die maschinellen Tiere, so gibt es auch hier wieder viel zu weit ge-
hende Ubertreibungen.]

3. Mathematische Modelle unterliegen Giiltigkeitsbedingungen
zweifacher Art, zur Widerspiegelung der Wirklichkeit und zur
mathematischen Korrektheit

Mathematik und Physik haben sich in engster Wechselwirkung entwickelt.
Hier féllt das Unterscheiden von mathematischer Beschreibung und Wirk-
lichkeit oft schwer, vor allem, wenn es um der sinnlichen Wahrnehmung
unzugingliche Bereiche geht. Moderne Theoretische Physik ist gar nicht
denkbar ohne das zur Mathematik gehorende Gebiet der Mathematischen
Physik und umgekehrt. Insbesondere bei der Suche nach der die vier funda-
mentalen physikalischen Wechselwirkungen konsistent vereinheitlichenden
Feldtheorie sind die physikalischen und mathematischen Aspekte nicht mehr
Zu trennen.

17 Der Informatiker Raymond Kurzweil, einer der Vordenker des Transhumanismus, pro-
gnostiziert fiir das Jahr 2029 den Bau eines Modells, das wie ein Gehirn funktioniert, und
fiir 2045 eine technologische Singularitdt, einen Zeitpunkt, ab dem sich Maschinen mittels
kiinstlicher Intelligenz (KI) selbst verbessern kénnen. Das soll eine kiinstliche Intelligenz
ermoglichen, mit welcher die Menschheit Unsterblichkeit erlangen kann. Hier wird KI mit
menschlichem Denken identifiziert und auBlerdem dem technologischen Wachstum ein
,»Gesetz vom steigendem Ertragszuwachs“ zugeordnet, demzufolge das Wachstum dauer-
haft ungeddampft exponentiell sei. Statt der maschinellen Tiere des Mechanismus sind nun
kognitive Maschinen angekiindigt.
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Die Mathematik hat, meist in Gemeinschaft mit der Physik, wichtige
Bereiche der Chemie, der Biologie und der Technikwissenschaften erfasst.
Es sind mathematische Methoden entstanden, die zu einer nutzbringenden
Verbindung von Mathematik mit Wirtschaftswissenschaften gefiihrt haben.
Mathematisierung eines natiirlichen Phanomens schlief3t ein, dass es gelingt,
wesentliche Charakteristika formal mit mathematischen Mitteln zu beschrei-
ben und aus dieser Beschreibung neue Erkenntnisse, zum objektiven Vor-
gang abzuleiten. Von Mathematisierung einer Wissenschafisdisziplin wird
gesprochen, wenn eine weitgehende Mathematisierung ihrer dominanten
Vorgdnge und Sachverhalte erfolgt. Fiir die Physik trifft das sicher zu. Wie
und wie weit die Mathematisierung heutiger und kiinftiger Disziplinen vor
sich gehen kann, bleibt ungewiss. Es gibt dazu sowohl erhebliche Skepsis
als auch Euphorie.18 Mathematisierung kann als progressive, unendliche
Geschichte angesehen werden.

Mathematische Modelle, mathematisch formulierte Theorien und Aussa-
gen sind an zweierlei Giiltigkeitsbereiche gebunden und nur in diesem Rah-
men relevant. Wie bei allen Gesetzesaussagen, die sich auf die Wirklichkeit
beziehen, miissen Wirkungsbedingungen, Reichweiten, beriicksichtigt wer-
den. Das trifft fiir die mathematisch formulierten Gesetze ebenso zu, wie fiir
alle anderen. Wie Eulers oben zitierte Meinung zum Prinzip der kleinsten
Aktion belegt, ist das seit langem eigentlich klar. Nichtbeachtung von Wi-
derspiegelungsbedingungen kann zu ernsten Fehlschliissen fiihren. Jedes
Modell ist lediglich ein Bild, eine Vereinfachung, eine Idealisierung be-
stimmter Seiten des Originals. Bild und Original sind grundsitzlich ver-
schieden, woran wir uns mit Vergniigen etwa durch René Magrittes Bild
»La trahison des images“ erinnern lassen. Handelt es sich jedoch um das
mathematische Modell eines natiirlichen Phinomens, so wird héufig zwi-
schen Original und Modell nicht unterschieden. Das ist im Allgemeinen be-
denklich, denn es verfiihrt dazu, dem Original Eigenschaften des Modells
zuzuschreiben und dessen Widerspiegelungsbedingungen zu vernachléssi-
gen. Man kann recht schnell der Verfithrung einfacher Muster unterliegen.

Zusétzliche Giiltigkeitsbedingungen mathematischer Aussagen beziehen
sich auf deren interne mathematische Korrektheit. Es ist die spezielle Be-
sonderheit mathematischer Theorien und Aussagen, dass sie durch strenge
logische Beweise im Rahmen der Begriffswelt der Mathematik als folge-

18 Vgl. Gerhard Banse et al. (Hg.) Die Mathematik im System der Wissenschaften, Abhand-
lungen der Leibniz Sozietit Band 24, trafo Wissenschaftsverlag Berlin, 2009; Mathemati-
sierung der Natur, DEBATTE Heft 4, Berlin-Brandenburgische Akademie der Wissen-
schaften, 2006.
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richtig korrekt verifiziert werden miissen, und sie sind ausschlieBlich in die-
sem Sinne unumstritten richtig. Das ist die spezifische Eigenheit der Ma-
thematik selbst! Kant sah die Aussagen der reinen Mathematik als Urbild
hochster Evidenz, Muster hochster Gewissheit an, Moses Mendelssohn
(1729-1786) hat dies in seiner preisgekronten Schrift auf reine und ange-
wandte Mathematik bezogen. = Mathematisierungen erben damit einen As-
pekt hochster Gewissheit, der sich aber allein auf den mathematischen In-
halt bezieht und beschrinkt. Die Maxime aus fritherer Diskussion ,,Mathe-
matik ist die einfachste unter den Wissenschaften, denn sie birgt den ge-
ringsten Anlass zum Streit, ob etwas richtig ist. Sie ist nur insofern wie alle
anderen, wenn es darum geht, ob etwas gut und wichtig ist* reflektiert die-
sen Sachverhalt einmal mehr.” Leider wird die mathematische Reichweite
auflerhalb der Mathematik selten beachtet, wir kommen weiter unten in Bei-
spielen darauf zuriick.

Mathematisierungen dynamischer Vorginge miinden in der Regel in Dif-
ferentialgleichungen, mit deren Hilfe man die Vorgidnge simulieren und
prognostizieren kann. Woher und wie bekommt man diese Gleichungen?
Der Ansatz der beschreibenden Gleichungen beruht weitgehend auf Resul-
taten vorhandener Erfahrung und Intuition. Hier ist eines der klassischen
Beispiele: Das zweite Newtonsche Bewegungsgesetz, auch Aktionsprinzip
und Grundgesetz der Bewegung genannt, besagt, dass die Anderung der Be-
wegung eines Korpers der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional
ist und zwar nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt. So hat es Newton durch Beobachtung und eine Portion Intuition
herausgefunden. Erst Euler hat es in die Form der Gleichung ,,Masse mal
Beschleunigung gleich Kraft” gegossen, woraus die Differentialgleichung
mX=F entstanden ist. Dabei bezeichnet m die Masse des Korpers, F die
Kraft, und x den Ort, an welchem sich der Korper befindet, sodass X die

19 Immanuel Kant, Inaugural-Dissertation von 1770, Werkausgabe Band 5, Frankfurt, 1993,

S. 45; Moses Mendelssohn, Uber die Evidenz in metaphysischen Wissenschaften, Moses
Mendelsohns Schriften zur Philosophie, Asthetik und Apologetik, Band 1, Leipzig 1880,
Preisgekronte Abhandlung zur von der Koniglichen Akademie der Wissenschaften zu Ber-
lin fur das Jahr 1763 gestellten Preisaufgabe, die Evidenz betreffend.
Das Lemma ,,Mathematik® im Worterbuch Philosophie und Naturwissenschaften, Dietz
Verlag Berlin, Neuausgabe 1991, enthilt in Bezug auf die angewandte Mathematik eine
irrefiihrende Vereinfachung, indem dieser eine ,,gegeniiber der ,reinen’ M. geringere
Strenge der Beweisfiihrungen unterstellt wird, was noch hinter Mendelsohn zuriickfallt.
Auch die ebenda zu findende Reduktion des Gedankens der approximativen Losung auf
den ,,Verzicht auf absolute Genauigkeit“ ist unsachgemas.

20 Roswitha Mirz, Schone Einfachheit als (VER)FUHRUNG in der Mathematik, Leibniz
Online 09/2011, http://www.leibnizsozietaet.de/wp-content/uploads/2011/12/Maerz.pdf.
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Beschleunigung als Maf fiir die Verdnderung der Geschwindigkeit darstellt.
Inzwischen stellt die gewonnene Differentialgleichung zur Berechnung von
x den unmittelbaren Ausgangspunkt jeder entsprechenden Anwendung dar.
Um etwa einen Diffusionsprozess zu beschreiben und zu simulieren,
greift man in unserer Zeit unmittelbar auf die als geeignetes Werkzeug be-
kannten Diffusionsgleichungen und gegebenenfalls entsprechende Software
zuriick. Auch diese Gleichungen sind aus der Beobachtung von Proportio-
nalitdten heraus entstanden, in diesem Falle aus den beiden Fick’schen
Gesetzen. Die phinomenologische Formulierung des 1. Gesetzes fiir den
zeitinvarianten Diffusionsfluss besagt, dass zwischen dem lokalen Teilchen-
strom und der lokalen Differenz der Teilchenkonzentration eine Proportio-
nalitdt besteht. Das 2. Gesetz liefert daraus die klassische instationdre Dif-
fusionsgleichung. Adolf Fick (1829-1901) hat seine Entdeckung um 1855
mit Experimenten begriindet. Etwa 50 Jahre spéter, gelang es Albert Ein-
stein, die Fick’schen Gesetze aus den Gesetzen der Thermodynamik zu ge-
winnen. Damit wurden die klassischen Diffusionsgleichungen in den allge-
meineren Rahmen der Mathematisierung thermodynamischer Prozesse ein-
geordnet. Eine Erweiterung des Horizonts wie diese wesentliche Verallge-
meinerung ist immer von Vorteil. Es ist jedoch irrefiihrend zu schliefen, die
Diffusion habe damit ein theoretisches Fundament bekommen.”' Die Dif-
fusion selbst bedarf keiner Theorie, um sich zu vollziehen, und die Giiltig-
keitsbedingungen der Diffusionsgleichungen hinsichtlich der Wirklichkeit
beziehen sich nach wie vor auf die experimentell verifizierten Proportio-
nalitdten und die Massenerhaltung. Daran &ndert eine elegantere, allgemei-
nere mathematische Beschreibung nichts. Nur die rein mathematischen Rah-
menbedingungen konnten fiir Experten transparenter geworden sein.
Erhaltungsannahmen und Bilanzgleichungen bilden seit jeher eine wei-
tere Quelle fiir Mathematisierungen. Zu den einfachen physikalischen Er-
haltungsgesetzen zéhlen die Kirchhoffsche Knotenregel und die Maschen-
regel, die bei der Entwicklung elektrischer Schaltungen eine fundamentale
Rolle spielen. Gustaf R. Kirchhoff (1824-1887) hat 1845 festgestellt, dass
die Summe der zuflieBenden Strome in einem Knotenpunkt eines elektri-
schen Netzwerkes aus konzentrierten Bauelementen gleich der Summe der
abflieBenden Strome ist. Die moderne Physik versteht die beiden Kirchhoff-
schen Regeln als Schlussfolgerungen aus den Maxwell-Gleichungen, die

21 Bei Wikipedia, unter http://de.wikipedia.org/wiki/Diffusion und https://de.wikipedia.org/
wiki/Adolf Fick, liest man dazu, Albert Einstein habe die Fick’schen Gesetze aus den Ge-
setzen der Thermodynamik abgeleitet und so der Diffusion ein sicheres theoretisches Fun-
dament gegeben.
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Knotenregel ergibt sich da als Konsequenz der Ladungserhaltung. Hier
werden die erkannten einfachen physikalischen Regeln in weit umfassen-
dere Gesetzesaussagen eingebettet, die ihrerseits Einfachheit auf hoherer
Ebene widerspiegeln. Interessant ist in diesem Zusammenhang, dass fiir die
Simulation integrierter Schaltungen in der Mikroelektronik zwar die Kirch-
hoffschen Regeln zum Aufbau der Gleichungen verwendet werden, zur nu-
merischen Losung dann aber ladungserhaltende Verfahren vorteilhaft sind.

Die Suche nach sogenannten Symmetrien ist ein bereits auf das engste
mit der Mathematik verbundener Ansatz bei der Modellierung. Im 19. Jahr-
hundert begann sich in der Mathematik die Gruppentheorie und damit eine
spezielle Art des Losens von Differentialgleichungen zu entwickeln. Mittels
geeigneter Transformationen, sogenannter Symmetrien, kann, sofern sie
existieren, eine Differentialgleichung in einfachere Gestalt gebracht und ge-
16st werden. Bei der Suche nach physikalischen Gesetzesaussagen konzen-
triert sich in der Neuzeit das Interesse auf Erhaltungssitze und Invarianzen,
was direkt mit der Suche nach geeigneten Symmetrien einhergeht. Symme-
trien konnen schlie8lich auf Erhaltungsgrofen hinweisen.

Wihrend physikalische Vorgénge relativ einfach mathematisierbar sind,
ja meist gleich in mathematischer Form entwickelt werden, ist auf anderen
Gebieten, wie etwa der Biologie, Okologie und Medizin, die Lage erheblich
komplizierter. Auch hier enthilt der Werkzeugkasten zur Ergriindung von
Systemverhalten wieder Proportionalititsansitze und Bilanzgleichungen,
aber deren Giiltigkeitsbereiche sind meist nur noch von lokaler Art. Bei-
spielsweise kann man zunéchst vermuten, dass die Wachstumsgeschwindig-
keit einer Population proportional der Populationsgrofe sei, was bei positi-
ver Wachstumsrate ein unbeschrinktes exponentielles Wachstum ergibe.
Das ist aber vollig unrealistisch, denn eine zu grof3e reale Population behin-
dert sich selbst. Mit der sogenannten logistischen Gleichung wird dem Rech-
nung getragen, indem eine bestimmte zustandsabhingige Wachstumsrate
eingefiihrt wird. Die nichsten Stufen der Modellbildung sind die Einbezie-
hung von gegnerischen Populationen und der Ubergang zu mehr und mehr
Gleichungen und gegebenenfalls die Beriicksichtigung stochastischer Ein-
fliisse bis hin zu Modellen fiir Okosysteme.”” Im Unterschied zu global kla-
ren physikalischen Verhéltnissen gibt es nun vielféltige, zwar nachvollzieh-
bare, aber dennoch mathematisch willkiirliche Ansdtze von variablen

22 Vgl. Roswitha Marz, Faszination Mathematik — ohne Illusionen, in: Die Mathematik im
System der Wissenschaften, Abhandlungen der Leibniz Sozietit Band 24, trafo Wissen-
schaftsverlag Berlin, 2009, S. 47-57.
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Wachstumsraten, und auch die Kalibrierung der eingefiigten Konstanten
durch Experimente ist weitaus schwieriger und ungenauer.23 Oft ist noch
unklar, welche Komponenten der wirklichen Zusammenhinge iiberhaupt
wesentlich sind, auch im lokalen Sinne. Sie zu erkennen ist eine wichtige
Aufgabe, zu deren Beantwortung sukzessive Sensitivitdtsanalysen mit ver-
schiedenen Modellen beitragen konnen. Nur insoweit ist hier der Begriff
Mathematisierung angebracht.

Ein weiteres einfaches Mittel zum Aufbau mathematischer Modelle be-
steht im Ansatz von Kompartimenten, die mit verschiedenen Eigenschaften
ausgestattet werden, wie etwa seit langem bei Klimamodellen bewéhrt und
in jlingerer Zeit bei Modellen fiir die Humanmedizin.

4. Eine verfehlte formalistische Vereinfachung mit positiven Folgen

Es gibt zuweilen unter Mathematikern auch Streit um die Gewissheit in der
Mathematik, aber meistens geht es bei Auseinandersetzungen nur um Schon-
heit, Wichtigkeit und anderweitig Subjektives.

Zu Beginn des 20. Jahrhundert entwickelte David Hilbert (1862—1943)
ein Programm, das die Mathematik insgesamt als Wissenschaft der forma-
len logischen Systeme begriinden sollte. Andere Mathematiker mit entgegen-
gesetzten Ansichten zur Mathematik, wie Luitzen E. J. Brouwer (1881-
1966), arbeiteten an einem intuitionistisch geprigten konstruktiven Neuauf-
bau der Mathematik. Den Ausgang des damaligen heftigen Grundlagenstreits
der Mathematik zwischen den Verfechtern des formalistischen und des in-
tuitionistischen Zugangs entschieden schlie8lich 1931 die Unvollstindigkeits-
sitze von Kurt Godel (1906-1978), die die Unhaltbarkeit von Hilberts Pro-
gramm der Konsistenzbeweise mit Hilfe von finiten Methoden zeig‘[en.24
Die beiden Godelschen Unvollstdndigkeitssitze gehoren zu den wichtigsten

23 Die von Finanzmanagern zur Bewertung der Risikoanfélligkeit gebiindelter Anlagewerte
nach 2000 vielfach verwendete Copula-Formel von David X. Li hat eine schone, einfache
Form und ist einfach zu interpretieren. Sie enthélt einen Korrelationskoeffizienten, der von
Li aufgrund historischer Daten als Konstante festgelegt wurde. Warnungen von Mathema-
tikern, weshalb dies unzureichend sei, und dass die Verwendung Krisen heraufbeschworen
konne, wurden nicht beachtet. Die grundlegende Annahme eines konstanten Koeffizienten
war nicht mehr sachgemaf im verdnderten Markt. Der damit unsachgemafe Gebrauch der
Formel hat moglicherweise zum Ausbruch der Krise ab 2007 beigetragen (vgl. George
Szpiro, Eine falsch angewendete Formel und ihre Folgen, Mitteilungen der DMV 17.1,
2009, S. 44-45).

24 Vgl. Dirk van Dalen, Der Grundlagenstreit zwischen Brouwer und Hilbert, in: E. Eichhorn
und E. J. Thiele (Hg.), Vorlesungen zum Gedenken an Felix Hausdorff, Heldermann Ver-
lag Berlin, 1994, S. 207-212.
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Sdtzen der modernen Logik und beziehen sich auf die Ableitbarkeit von
Aussagen in formalen Systemen. Der Erste Unvollstindigkeitssatz besagt,
dass es in hinreichend starken widerspruchsfreien Systemen immer unbe-
weisbare Aussagen gibt. Der Zweite Unvollstindigkeitssatz besagt, dass
hinreichend starke widerspruchsfreie Systeme ihre eigene Widerspruchsfrei-
heit nicht beweisen konnen. Es gibt also in bestimmten formalen Systemen
Aussagen, die man weder formal beweisen noch widerlegen kann. Damit
war das Hilbertsche Programm, die Mathematik als widerspruchsfreies for-
males System zu konstituieren, fehlgeschlagen.

Fiir den tiberwiegenden Teil der heutigen mathematischen Disziplinen,
die sich im 20. Jahrhundert auf der Grundlage der Mengentheorie geradezu
fantastisch entwickelt haben, spielen Godels Sétze keine Rolle. Es geht eben
nicht um Aussagen zu formalen Systemen. Hilberts Ansatz fiihrte aber
— zunéchst unbeabsichtigt — zur nachfolgenden Entwicklung der Disziplin
der modernen mathematischen Logik, nach Hilbert auch als Metamathema-
tik bezeichnet, die ihrerseits zu einer der Quellen der theoretischen Informa-
tik wurde und mit dieser eng verkniipft bleibt.

Die Godelschen Unvollstindigkeitssidtze werden sehr hdufig auflerhalb
der mathematischen Logik rezipiert, insbesondere in der Philosophie aber
auch in anderen Gebieten. Dabei wird wenig darauf geachtet, dass zum Giil-
tigkeitsbereich dieser Aussagen die strenge Begriffswelt der Metamathema-
tik unerldsslich ist.

5. Linearitit und Nichtlinearitit: Missverstindnisse wegen
unbeachteter mathematischer Reichweiten

Die Worter linear und nichtlinear werden hochst unterschiedlich gebraucht.
Der gedruckte Duden kennt nur das Wort /inear und erklirt es als: 1. gerade,
geradlinig, in einer Linie, in gerader Richtung, auf gerader Linie verlaufend,
linienférmig, nicht gekriimmt, nicht krumm, pfeilgerade, und 2. eindimen-
sional.”® Dazu kommt nach der digitalen Ausgabe: einfach und stetig. sowie
als Komparativ linearer und als Superlativ am linearsten. " Die digitale Du-
denversion vermerkt auch nichtlinear (zu schreiben: nicht linear) als: nicht

25 Alan Sokal und Jean Bricmont bezeichnen den Godelschen Satz treffend als eine ,,un-
erschopfliche Quelle intellektueller Missbriuche®, besonders dessen Ubertragung auf So-
ziales und Politisches. In: Alan Sokal und Jean Bricmont, Eleganter Unsinn, Verlag C. H.
Beck Miinchen, 1999, insbesondere S. 200-205.

26 Die deutsche Rechtschreibung (Duden, Band 1) und Das Synonymwdorterbuch (Duden,
Band 8), Dudenverlag Berlin, 2013 bzw. 2010.

27 http://www.duden.de/rechtschreibung/linear.
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geradlinig, ungleichméBig, unzusammenhidngend und — mit Verweis auf
Mathematik — zwei- oder mehrdimensional, nicht nur der Lange nach. Als
Gebrauchsbeispiel wird nicht lineares Denken angeboten!28 Was fiir ein
Graus, vermutlich nicht nur fiir Mathematiker! Uber Fehlverwendungen
muss man sich da nicht wundern.

Zum Gliick benennt das Worterbuch zur Philosophie und den Naturwis-
senschaften Linearitdit sogleich als Struktureigenschaft mathematischer Aus-
driicke.”” Wir kénnen hier also davon ausgehen, dass im Rahmen wissen-
schaftlicher Diskussionen die Worter linear und nichtlinear tatséchlich an die
mathematische Begriffswelt, in der lineare Funktionen, lineare Gleichungen
und lineare Ordnungen wohldefiniert sind, ankniipfen. Dennoch entstehen
immer wieder Missverstdndnisse, weil auf mathematische Ergebnisse Bezug
genommen wird, aber deren mathematische Giiltigkeitsbereiche nicht aus-
reichend oder gar nicht beachtet werden. Das trifft insbesondere auf die
Verkniipfung von Linearitdt mit Einfachheit und die damit verbundene ver-
breitete Meinung zu, der Fluss der Losungen linearer Differentialgleichun-
gen sei notwendigerweise einfach, wahrend Bifurkationen und sonstige Kom-
plikationen ausschlieflich bei nichtlinearen Gleichungen vorkédmen. Das gilt
zwar filir eine einfache Klasse von linearen Differentialgleichungen, aber
eben nicht mehr fiir etwas allgemeinere. Demgegeniiber konnen auch nicht-
lineare Differentialgleichungen sehr einfache Losungs-Fliisse generieren.
Bei allgemeineren linearen Gleichungen kénnen schon kleinste Anderungen
in den Eingangsgrofien beliebig groBe Losungsédnderungen bewirken, was
irrtiimlicherweise meist ausschlieBlich nichtlinearen Problemen zugeschrie-
ben wird. Einfachheit ist weder Synonym noch Attribut mathematischer Li-
nearitit. Die Vorstellung, nur bei nichtlinearen Zusammenhingen koénnten
kleine Ursachen katastrophale Wirkungen erzeugen und lineare Systeme
seien dagegen immun, also einfach, ist an die engen Rahmenbedingungen
spezieller mathematischer dynamischer Systeme gebunden. Jedes schlichte
unbegriindete Kopieren von Aussagen auf andere Verhéltnisse ist ein frag-
wiirdiges Unterfangen.

Es ist abzusehen, dass die Mathematisierung wirklicher Vorgédnge nicht
bei den einfachsten Klassen mathematischer Gleichungen stehen bleiben
kann. Umso wichtiger wird der korrekte Umgang mit den mathematischen
Reichweiten! Zu bedenken ist insbesondere, dass die bisherige allgemeine

28 http://www.duden.de/rechtschreibung/nicht_linear.

29 Philosophie und Naturwissenschaften, Worterbuch, 2 Bénde, Dietz Verlag Berlin, Neuaus-
gabe 1991.

30 Vgl. Anmerkung 20.
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Systemtheorie sich weitgehend an die mathematische Theorie dynamischer
Systeme anlehnt, welche sich ihrerseits eben nur mit einer ganz speziellen,
vermutlich zu einfachen Klasse von Differentialgleichungen befasst.

Sollte man in der Dimension eines Gleichungssystems ein Indiz fiir
Kompliziertheit sehen? Euler, der Begriinder der Theorie von Differential-
gleichungssystemen, hitte das vielleicht bejaht. Die damalige umstandlich
ausfiihrliche Schreibweise war wenig iibersichtlich. In modernen kompakten
Schreibweisen spielen dagegen Dimensionen kaum noch eine Rolle. Man
berechnet heute Losungen von Systemen mit Millionen von Gleichungen.
Zeigen sie viel Struktur, so vereinfacht das die Losungsprozedur. Wenn
man von ganz speziellen Fragestellungen fiir spezielle Klassen von Diffe-
rentialgleichungen absieht, ist die Dimension heute kein brauchbarer Ein-
fachheits-Indikator.”’ Was der Duden (mit Hinweis auf Mathematik, siche
oben!) zu Dimension, Einfachheit und Linearitit anbietet, ist ohnehin Unsinn.

6. Einfachheit in der Mathematik

Die Frage nach Einfachheit in der Mathematik hat keine einfache Antwort.
Schone Einfachheit ist auch in der mathematischen Forschung ein allgemei-
nes Leitmotiv, ein allerdings recht subjektiv gepragter Antrieb, der eben auch
auf Abwege verfiihren kann, und Vereinfachung ist ein bewéahrtes allgemei-
nes Hilfsmittel. Das ist so wie bei anderen Wissenschaften auch. Der Ma-
thematik sind jedoch zwei besondere Aspekte der Vereinfachung eigen:
. . . .32

innere Approximation und Abstraktion.

Die Interpolation ist das wohl einfachste Beispiel einer Approximation eines
mathematischen Gegenstandes durch einen anderen. Bei nur tabellarisch gege-
benen Funktionen besteht die Aufgabe, den Funktionsverlauf zur Ansicht ge-
schlossen darzustellen. Oft will man auch eine gegebene, sehr komplizierte
Funktion vereinfachen, damit sie besser weiterverarbeitet werden kann. Das ist
die klassische Interpolation: Gegeben sind die Stiitzstellen ¢;,..., #, und die be-
rechneten oder gemessenen Werte y;,..., ,. Gesucht ist eine Funktion f'aus einer
bestimmten Klasse F recht einfacher Funktionen, die an allen Stiitzstellen die
vorgegebenen Werte annimmt, das heilt, /' (¢/) = y;...., f (t,) = yu. Die traditio-

31 Bei expliziten autonomen Differentialgleichungen x" = g (x), mit polynomialer Funktion g,
wie der zweidimensionalen van der Pol Gleichung und der dreidimensionalen Lorenz Glei-
chung, ist die Antwort auf die Frage nach der Anzahl von Grenzzykeln bzw. chaotischen
Attraktoren von der Dimension abhéngig. Beide Phinomene kommen auch nur vor, wenn
g keine lineare Funktion ist. Dieser Sachverhalt ist eine ergiebige Quelle fiir Missversténd-
nisse.

32 Vgl. Anmerkung 20.
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nelle Vorliebe vieler Mathematiker fiir Polynome fiihrte zunédchst dazu, F als
Klasse von Polynomen von mdglichst niedrigem Grad anzusetzen. Man er-
hilt damit sogleich die schonen, einfachen Interpolationspolynome in der
Form von Newton oder Lagrange. Der Approximationssatz von Weierstrafl
scheint die Zuversicht zu geben, dass man mit ausreichend vielen Stiitzstel-
len eine gute Anpassung an den echten Funktionsverlauf erreichen kann.
Das trifft zu fiir sehr spezielle Funktionen, ist im Allgemeinen jedoch ein
Irrtum. Die Interpolationspolynome zeigen dann bei wachsender Anzahl
von Stiitzstellen immer hésslichere Fluktuationen.

Eine weniger einfache, mit komplizierterer Konstruktion verbundene
Klasse F ist durch die natiirlichen kubischen Spline-Funktionen gegeben
(schon der Name ist nicht mehr so einfach!). Diese Funktionen bestehen aus
Segmenten von Polynomen hochstens dritten Grades auf den Teilinterval-
len, die an den Stiitzstellen zweimal stetig differenzierbar zusammengefiigt
sind. Man bekommt die Spline-Interpolierende nicht mehr als geschlossene
Formel wie die Interpolationspolynome, sondern man muss sie aus einem
Gleichungssystem berechnen. Die Spline-Interpolation ist vor etwa 60 Jah-
ren entwickelt worden, hat sich, auch in vielen Modifikationen, praktisch
bestens bewihrt und ermdglicht schlielich auch schone, qualifizierte Kon-
vergenzaussagen. Es gibt sogar eine sehr niitzliche Extremaleigenschaft:
Die natiirliche interpolierende kubische Spline-Funktion ist, verglichen mit
allen interpolierenden, zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, im in-
tegralen quadratischen Mittel der zweiten Ableitung minimal. Das heifit
etwa, es ist die Interpolierende mit kleinster mittlerer Kriimmung.

Zusammengesetzte Funktionen wie die Spline-Funktionen spielen bei
der numerischen Losung unter anderem von Differentialgleichungen eine
wesentliche Rolle. Statt der vorgegebenen Werte verwendet man nun Kol-
lokationsbedingungen aus den Gleichungen. Solche Spline-Kollokationsver-
fahren konnen recht zuverldssig gestaltet werden, analog die Finite-Element
Methoden. Auch hier ist es wieder so, dass die Ansdtze mit Polynomen
bzw. Taylor-Reihen zwar viel einfacher aussehen, aber eine sehr einge-
schrinkte Reichweite haben und fiir viele Aufgaben eben nicht brauchbar
sind. Andererseits sind sie im entsprechenden Rahmen von hochstem Nut-
zen. Einfachheit bleibt hier ambivalent, abhidngig von Zielen und Umfeld.

Verallgemeinernde Abstraktionen wie der Ubergang von Differential-
gleichungssystemen zu Operatorgleichungen in Funktionenrdumen sind die
wichtigsten Vereinfachungen in der Mathematik. Sie erlauben neue Sicht-
weisen und bergen ein immenses Entwicklungspotential, wie beispielsweise
ein Blick auf die Entwicklung von Gruppentheorie, Funktionalanalysis und
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Operatorentheorie zeigt.33 Immer hohere Abstraktionsstufen formieren in
der Mathematik einen Weg zu in gewisser Einfachheit komprimiertem tief-
greifendem Wissen.

7. Fazit
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Das Prinzip Einfachheit in Bezug auf die wirkliche Welt und auf die Er- !
kenntnis geht einher mit der Vorstellung existierender und erkennbarer !
Strukturen. Je besser wesentliche Strukturen erkannt sind, umso eher kann !
man in entsprechender Abstraktion relativ einfache Aussagen formulieren. !
Mathematisierung ist ein unentbehrliches, sich stdndig entwickelndes |
Hilfsmittel fiir Erkenntnis und Gestaltung, insbesondere aufgrund des unbe- |
schriankten Potentials der Mathematik zur weiteren Abstraktion. ;
Konkrete Vorstellungen von Einfachheit wandeln sich wie die von Schon- ;
heit und Eleganz abhéngig vom Wissensstand, sie bleiben mehr oder we- ;
niger subjektiv gepragt. Karl-Heinz Bernhardt hat Einfachheit entsprechend !
als historische Kategorie charakterisiert.”> Innerhalb der Mathematik dienen |
qualifizierte Abstraktionen als Schritte zu gewisser Einfachheit. i
Praktische Berechenbarkeit von Mathematisiertem ist verbunden mit w
verldsslicher Vorhersagbarkeit und indiziert damit eine gewisse Einfachheit. |
In dieser Hinsicht befinden wir uns auf dem Wege zu mehr Einfachheit, 1
auch wenn des Nichteinfachen dabei nicht weniger wird. i
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33 Ebenda.

34 Strukturlosigkeit der Welt wiirde notwendig Unerkennbarkeit bedeuten. Daher scheint es
nicht angebracht, Einfachheit mit geringer Strukturiertheit zu identifizieren.

35 Karl-Heinz Bernhardt, Diskussionsbemerkungen zur ,,Einfachheit”, Sitzungsberichte der
Leibniz-Sozietit der Wissenschaften, Band 108, trafo Wissenschaftsverlag Berlin, 2010,
S. 121-125.



