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Zusammenfassung

Friedrich Robert Helmert (1843-1917) war zweifellos einer der grofiten Geo-
déten unserer letzten Jahrhunderte.

Sein Buch ,,Die mathematischen und physikalischen Theorien der hohe-
ren Geodisie®, insbesondere Band 2 (1884), ist noch immer ein Standard-
werk, das umfassend wie kein anderes ist und daher auch 1962 nachgedruckt
wurde. Es hat einige Generationen von Geodéten geprégt.

Natiirlich hat sich die Erdmessung (,,Hohere Geodasie* nach Helmert)
seither ganz wesentlich weiter entwickelt, insbesondere in den letzten 50 Jah-
ren durch die Verwendung der kiinstlichen Satelliten. Helmerts Nachwirken
sei an Hand von zwei Beispielen kurz erldutert.

Helmert war der Erste, der die Abplattung des Erdellipsoids aus einem Sa-
telliten bestimmte, ndmlich aus unserem natiirlichen Satelliten, dem Mond.
Der von ihm erhaltene Wert 1/297.8 war schon wesentlich besser als der da-
mals (und noch spéter) viel verwendete Wert von Bessel (1841).

Aus dem Umkreis von Helmert stammt auch die grundlegende Arbeit von
Heinrich Bruns ,,Die Figur der Erde®, Veroffentlichung des Geodétischen In-
stituts Berlin, 1878. Bruns’ Idee eines weltumspannenden rdumlichen Poly-
eders von Messpunkten auf der Erdoberfliche wurde in der
Satellitentriangulation verwirklicht, die schlieBlich zu GPS und &hnlichen Ver-
fahren fiihrte. Bruns machte auch fundamentale Untersuchungen iiber die Kon-
vergenz von Reihen, die flir die Astronomie und die Geodisie relevant sind.

SchlieBlich wird auf unerwartete Weise noch Einstein eingefiihrt, nicht
nur als genius loci.
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Vorbemerkung

In diesem Kurzvortrag mochte ich einige wenig systematische Bemerkungen
tiber Helmert und das Berliner bzw. Potsdamer Geodatische Institut machen,
die mir im Zuge meiner wissenschaftlichen Arbeit aufgefallen sind. Eine aus-
fiihrliche Wiirdigung mdgen Berufenere leisten.

1. Helmert

Friedrich Robert Helmert (1843-1917) war zweifellos einer der grofiten Geo-
déten unserer letzten Jahrhunderte.

Sein Buch ,,Die mathematischen und physikalischen Theorien der hohe-
ren Geodasie®, insbesondere Band 2 (1884), ist noch immer ein Standard-
werk, das umfassend und interessant wie kein anderes ist und daher auch
1962 nachgedruckt wurde. Es hat einige Generationen von Geodéten gepragt.

Natiirlich hat sich die Erdmessung (,,Hohere Geodasie” nach Helmert)
seither ganz wesentlich weiter entwickelt, insbesondere in den letzten 50 Jah-
ren durch die Verwendung der kiinstlichen Satelliten.

Helmert (1884, S. 473) war aber der Erste, der die Abplattung des Erdel-
lipsoids aus einem Satelliten bestimmte, ndmlich aus unserem natiirlichen Sa-
telliten, dem Mond. Der von ihm erhaltene Wert 1/297.8 war schon
wesentlich besser als der damals (und noch spéter) viel verwendete Wert von
Bessel aus dem Jahre 1841.

Wir wollen uns also vor allem beschéftigen mit

Helmerts ,,physikalischen Theorien“

Dieses Buch kann auch noch heute mit groBem Gewinn gelesen werden. Es
gibt keine umfassendere Einfithrung in die Gedankenwelt der physikalischen
Geodisie.

Manches mag heute (seit 1884!) tiberholt wirken, aber die grundlegenden
Gedanken stimmen. Manches, wie die soeben erwéhnte Bestimmung der
Erdabplattung aus Mondbeobachtungen, wirkt heute noch bestiirzend neu.
Helmerts Werk ist das erste Buch, das die von GauB3 und Listing begriindete
,kopernikanische Revolution® ernst nahm. Er betrachtete als Erdfigur nicht
eine bestimmte mathematische Flache, ndmlich die Kugel oder ein Rotations-
ellipsoid, und versuchte, aus Messungen ihre Groe und Gestalt zu bestim-
men, wie man das von FEratosthenes bis zu den Gradmessungen der
franzosischen Akademie in Peru und Lappland fiir selbstversténdlich angese-
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hen hatte. Dass die Messungen von der Lotrichtung, also letztlich physika-
lisch bestimmt waren, wurde als selbstverstiandlich ignoriert.

Carl Friedrich Gaul} war der Erste, der diese Tatsache ernst nahm und der
die ,,mathematische Erdfigur* als jene Fléche definierte, die iiberall zur Lot-
richtung senkrecht steht und deren Teil die (idealisierte) Oberfldche der Oze-
ane bildet.

Gaul fragte nicht, ob diese Flache ein Ellipsoid sei. In der Tat, sie ist kein
Ellipsoid und keine andere regelmifBige geometrische Fldche. Sie ist eine un-
regelméfBig wellenformig ,.eingebeulte” Fliche, die Listing spiter Geoid
nannte (die ,,Beulen sind nicht sehr grofl, maximal 100 m, recht wenig im
Vergleich zu einem Erddurchmesser von etwa 12000 km, aber doch vorhan-
den und bei der heutigen Messgenauigkeit durchaus beachtlich.

Wichtig ist aber die Gauflsche Entdeckung, dass die Geodésie nicht eine
rein geometrische, sondern in gleichem Mal3e eine physikalische Wissen-
schaft ist, und das wurde von Helmert zum ersten Mal konsequent und um-
fassend realisiert, wie auch im Titel seines 2. Bandes klar, fast provokant zum
Ausdruck gebracht ist.

Dieses Helmertsche Prinzip hat sich voll durchgesetzt, wie mehr als ein
halbes Jahrhundert spiter erschienene Standardwerke wie die Biicher von Bae-
schlin (1948) oder Heiskanen und Vening Meinesz (1958) zeigen, die im We-
sentlichen kaum iiber Helmert hinausgehen (Ausnahmen sind etwa Isostasie
und die Formel von Vening Meinesz fiir die Lotabweichungen).

Wesentliche Fortschritte gab es erst in der revolutionidren Theorie von
Molodensky (seit 1945) und in der Praxis, durch die Satellitengeodasie seit
dem ersten Sputnik 1957.

2. Bruns

Mit seiner kleinen aber viel zitierten Schrift ,,Die Figur der Erde®, Verdffent-
lichung des Preuflischen Geoditischen Instituts 1878, hat sich der bekannte
Mathematiker Heinrich Bruns (1848-1919) wiirdig in den Kreis um Helmert
eingefiigt. Im Vorwort seines Buchs sprach Helmert (1884) von einem ,,iiber-
aus lichtvollen Grundriss“. Mit unerhdrter mathematischer Priagnanz stellte
Bruns die theoretischen Grundlagen der Geodédsie dar. Bekannt geworden
sind zum Beispiel das ,,Brunssche Polygon®, der Gedanke einer weltumspan-
nenden rdumlichen Triangulation, die erst nach 1957 durch die Satellitentri-
angulation verwirklicht werden konnte.

Auch das von Helmert so genannte ,,Theorem von Bruns®, ein einfacher
Zusammenhang zwischen dem Stérpotential 7und der Geoidundulation A, ist
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sehr einflussreich geworden, besonders in der Verallgemeinerung von Molo-
densky auf die physische Erdoberflache. Dieser wichtige Gedanke wurde von
Bruns ganz klar herausgestellt, obwohl schon Stokes 1849 ihn implizit fiir
seine Formel zur gravimetrischen Geoidbestimmung verwendet hatte.

Besonders berithmt geworden ist Bruns® provokante Definition der Geo-
dasie:

die Aufgabe der Geoddsie sei die Bestimmung des Schwerepotentials W
der Erde. Nun ist klar: nach Gauf} (bereits 1828) ist die Aufgabe die Bestim-
mung des Geoids als einer Niveaufldche W = W= const. Wenn man nun die
rdumliche Funktion W(x,y,z) kennt, so braucht man W nur einer Konstanten
gleich zu setzen, um nicht nur das Geoid, sondern alle Niveaufldchen als Fla-
chen konstanten Potentials zu erhalten. Das ist eine gedanklich einfache ,,ope-
rationelle Definition der Niveauflachen: sie stehen in jedem Punkt senkrecht
auf dem grundsétzlich messbaren Schwerevektor.

Diese Brunssche Definition ist komplementér zur bekannten Definition
Helmerts: die Geodaésie sei die Wissenschaft von der Ausmessung und Abbil-
dung der Erdoberfldche.

Diese beiden Definitionen zeigen klar den Unterschied der Denkweise
zwischen Helmert und Bruns. Helmert ist der theoretisch und praktisch orien-
tierte Universalgeodit, Bruns ist der scharfe mathematische Denker.

Konvergenzprobleme

Hier mdge man mir gestatten, personlicher zu werden. Seit 1970 beschiftigte
ich mich mit dem Konvergenzverhalten geodatischer Reihen wie der Kugel-
funktions-Entwicklung des dufleren Gravitationspotentials und der Reihenlo-
sung des Problems von Molodensky. Dabei fand ich eine Ahnlichkeit mit der
Konvergenz astronomischer Reihen, die Poincaré (1893) unter dem Begriff
»asymptotische Reihen“ eingehend untersuchte, sich dabei auch auf Bruns
beziehend; siche auch Wintner (1941, S. 407-409). Hier erkannte ich wieder
Bruns‘ klares Denken, von dem Wintner schreibt:

It 1s interesting that the astronomer Bruns was led to the series [...] and
to a quite precise study of its pathological behavior, much earlier (1884) than
the general theory of Borel series was developed by the mathematicians”.
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Verschiedene Bedeutungen des Begriffs ,,Konvergenz*

Bruns war Vorlaufer von Poincaré, der schreibt (1893, S.1):

»Zwischen den Mathematikern und Astronomen gibt es ein merkwiirdiges
Missverstédndnis hinsichtlich der Bedeutung des Begriffs ,,Konvergenz “. Die
Mathematiker, ausschlieflich bestrebt um vollkommene Strenge und ohne
Riicksicht auf die oft unverhéltnisméfige Linge der dabei notwendigen Be-
rechnungen, die sie sich nur vorstellen, ohne sie wirklich durchzufiihren, sa-
gen, eine Reihe sei konvergent, wenn die Summe der Terme einem
wohldefinierten Grenzwert zustrebt, auch wenn die Terme anfanglich nur
sehr langsam abnehmen. Im Gegensatz dazu pflegen die Astronomen zu sa-
gen, die Reihe sei konvergent, wenn z. B. die ersten 20 Terme sehr rasch ab-
nehmen, selbst wenn die folgenden Terme schlielich wieder zunehmen.*
(Ubersetzung H.M.)

Solche letzteren ,,pathologischen Reihen nennt man asymptotische Rei-
hen. Charakteristisch fiir sie ist also praktische Konvergenz mit wenigen
Gliedern bei mathematischer Divergenz.

Beispiele
Die Reihe
1 1 » 1 1 > 1
2 3 4 577

konvergiert mathematisch, aber viel zu langsam fiir numerische Verwendung,
wihrend die Reihe

e (1 2
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T T ! g )

mathematisch divergiert, aber fiir nicht zu kleine x ( > 16.6) schon mit weni-
gen Gliedern numerisch hochst genaue Ergebnisse liefert. Solche mathema-
tisch divergenten, aber numerisch sehr zweckméfigen Reihen nennt man also
asymptotische Reihen.

Das wird durch folgende Darstellung des Approximationsfehlers klar.
Schon mit wenigen Gliedern (etwa n = 3) ist der Approximationsfehler sehr
klein, aber bei Verwendung mit sehr vielen Gliedern (ungeféahr n = 80) be-
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ginnt er plotzlich rasant zu steigen, was die schlielliche Divergenz sehr dra-
stisch zeigt:
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Es zeigt sich, dass viele numerische Reihen in der Astronomie, aber auch in
der Geodidsie (Reihen von Molodensky, Kugelfunktionsentwicklungen fiir
das duBlere Gravitationspotential), solche asymptotischen Reihen sind.

Fiir Einzelheiten darf auf die Uberblicksartikel (Moritz 1997) und (Moritz
2003) verwiesen werden.

Noch etwas zum gro3en Mathematiker Henri Poincaré: er interessiert sich
auch fiir Geodédsie und war franzdsischer Vertreter in der Internationalen Erd-
messung, deren Zentralbiiro Helmert leitete. Damit schlieBt sich der Kreis
meines etwas fragmentarischen Vortrags ein erstes Mal.

3. Einstein
Dialektik der begrifflichen Definitionen der Geodisie (Erdmessung)

Wir kénnen die historischen begrifflichen Definitionen der Geodisie als Erd-
messung zwanglos in ein dialektisches Schema von These — Antithese — Syn-
these bringen, in dem Helmert, Bruns und Einstein eine Schliisselrolle spielen.

3.1 These: Geodisie ist Geometrie

Fiir die alten dgyptischen Feldmesser war die Erde eine Ebene, fiir Eratosthenes
(um 200 v. Chr.) war sie eine Kugel, deren Radius er zu bestimmen versuchte,
und im 18. Jahrhundert wurde sie als Rotationsellipsoid betrachtet, dessen Pa-
rameter eine Expedition der Franzdsischen Akademie der Wissenschaften nach
Peru (Bouguer) und Lappland (Maupertuis) zu bestimmen trachtete.

Das Ellipsoid spielt bis heute eine grundlegende Rolle als Bezugsflache.
Es ist mit den Namen von Bessel und Helmert (Band 1,1880) verbunden.
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3.2 Antithese: Geodisie ist Geometrie + Gravitation

Gauss hat die grundlegende Bedeutung einer physikalischen Definition der
»mathematischen Erdfigur* als Niveaufldche des Schwerepotentials erkannt:
Seine Ideen wurden durch Bruns und Helmert (Band 2, 1884) weitergefiihrt,
wie wir gesehen haben. Diese Definition der ,,Physikalischen Geodasie* gilt
bis heute.

3.3 Synthese: Geodisie ist Geometrie (in 4D)

Nach der Allgemeinen Relativitétstheorie Albert Einsteins (1879-1955) ist
Gravitation die Kriimmung der vierdimensionalen Raumzeit, die durch den
Riemannschen Kriimmungstensor R;;; ausgedriickt werden kann.

Dieser Gedanke wurde in geoddtisch relevanter Weise von J. L. Synge
(1966) aufgegriffen: er sagt auf S.109:

Rjjy = gravitational field

und spricht auf S. 157 von einem ,,relativistically valid geodetic survey*.

So wird aus der dreidimensionalen Dynamik (mit Gravitationskraft) eine
vierdimensionale Kinematik (reine Geometrie ohne Kraft); man spricht auch
von ,.kinematischer Geodésie” (Moritz 1967).

Die Relativitdtstheorie ist eine neue methodische Grundlage der physika-
lischen Geodasie. Im Allgemeinen kommt man mit der klassischen Physik
aus. Fiir hochste Genauigkeit aber braucht man ,,relativistische Korrekturen®
fiir Satellitenbahnen, deren Kenntnis aber wohl den Spezialisten vorbehalten
werden kann (Beutler 2005, Kap.3.5), wéihrend die Grundlagen (Moritz, Hof-
mann-Wellenhof 1993) von allgemeinerem Interesse sein diirften.

Immerhin ist diese Dialektik der Definitionen insofern gerechtfertigt, als
die Synthese wirklich eine Betrachtung der These auf hoherem Niveau ist.
Die These (Geometrie 2D, 3D) wird in der Synthese auf héherer Ebene (Geo-
metrie 4D) bestitigt.

Dieser Abschluss besiegelt endgiiltig den fragmentarischen Charakter des
Vortrags.
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