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Friedrich Robert Helmert
geboren in Freiberg in Sachsen

Am 31. Juli 1843
(Gedenktafel 1913, erneuert 1967)

geodätische Vorläufer: C.F. Gauss,
Soldner (Bayern), Bohnenberger

(Württemberg), Baeyer (Preußen),
Gerling (Hessen), Hansen (Sachsen-
Coburg)

(i) Bürgerschule in Freiberg



(v) Ergänzungsstudium Mathe/Physik
in Leipzig (2 Jahre)

(vi) 1868: Dissertation

„Studium über rationelle Vermessungen im Gebiet der
Höheren Geodäsie“

(vii) 1869: Observator Sternwarte Hamburg

1874: erste Publikation

„Vermessung und rechnerische Ausgleichung eines
Sternhaufens“

(viii) 1870: Berufung auf die ordentliche Professur „Geodäsie“
an der Polytechnischen Schule/Universität Aachen

mit 29 Jahren!

2 fundamentale Werke:

A) Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadrate mit Anwendungen auf die
Geodäsie und die Theorie: 1872

B) Die mathematischen und physikalischen Theorien der



Helmert‘s Arbeitsthemen:

 Math. Statistik und Ausgleichungsrechnung

+ HELMERT TRANSFORMATION

überbestimmtes Ausgleichungsproblem:
Translation Rotation, Maßstab, „Lineare Gruppe“

+ CHI-QUADRAT VERTEILUNG

+ GAUSS-HELMERT MODEL

Bedingungsgleichungen mit Unbekannten

+ Var-Kovarianz Schätzung

„Varianz Komponenten-Schätzer, welche positiv
sind“

+ CHOLESKI FAKTORISIERUNG

+ STRENGE AUSGLEICHUNG des EUROPÄISCHEN
DREIECKSNETZES



 Physikalische Geodäsie

+ HELMERT Projektion

+ HELMERT‘s ELLIPSOID -
Übergang

+ HELMERT NIVEAUELLIPSOID

+ HELMERT HÖHEN

+ HELMERT LOTABWEICHUNGEN

„Defintion“

+ POLHÖHEN Änderungen

+ GEODYNAMIK



„HELMERT“: HOLONOM versus ANHOLONOM:

? Warum ist Geodäsie physikalisch ?

F.R. HELMERT hatte auf Rat seines Doktorvaters zwei Jahre
Physik in Leipzig studiert:

! FROBENIUS LEMMA !

„integrierende Funktionen“

„RING-INTEGRAL“: geschlossener Weg

„W ist das GAUSS-GREEN Potential“

CARTAN Differential-Geometry: „CARTAN calculus“

   PLANCKM.:versus0 dHdHdW



In einem mitrotierenden Koordinaten-System gibt es 4 Typen
von Kräften:

(i) Gravitation, (ii) Zentrifugalkraft: KONSERVATIV

(iii) EULER („Drehimpuls“: Polbewegung, Tageslängenänderung
oder Präzession/Nutation) NICHT-KONSERVATIV

(iv) CORIOLIS („Strömungen“): NICHT-KONSERVATIV

(ii) div grad W = -4G + 2Ω²

KONSERVATIV: (i) grad W = grad U + grad V

NICHT-KONSERVATIV: (iii) rot  = 2Ω (starrer Körper,

der rotiert)

BASIS: DIFFERENTIAL FORMEN

„EXTERIOR CALCULUS“: ELIE CARTAN



„HELMERT“:
2 Beispiele

ZfV 122 (1987) 413 – 424:

„Der Einfluß der Lotrichtung auf lokale geodätische Netze“

BEISPIEL:



BEISPIEL:



E. GRAFAREND: ZfV 122 (1987) 413-424



25 meter local network

Erstes Beispiel



25 meter local network, detailed computation



25 meter local network, misclosures



E. GRAFAREND: ZfV 122 (1987) 413-424

500 meter local network

Zweites Beispiel



500 meter local network, detailed computation



500 meter local network, misclosures



BEISPIEL für ANHOLONOMITÄT

H. MORITZ: 3 OSU – Reports 1978

ROTATION – DREHIMPULS

H. MORITZ und I.I. MUELLER (1987): Earth rotation, UNGAR, New York

(i) Kinematische EULER-Gleichungen

 = F-1(d, d, d)

„EULER oder CARDAN Winkel“

 (d, d, d) = F

„FROBENIUS Matrix
von integrierenden Faktoren“

„ Rotationskomponenten: CARTAN“

(ii) Dynamische EULER-Gleichungen

„gewichtete EULER-Gleichungen“

„Trägheitsmoment: symmetrische 3x3-
Matrix“



HEINRICH BRUNS
* 4. Sept. 1848 Berlin, gest. 23. Sept. 1919

MATHEMATIKER – ASTRONOM – GEODÄSIE

* Studium Mathematik, Astronomie und Physik in
Berlin/Universität

LEHRER: KUMMER – WEIERSTRASS

1872 – 1973: Sternwarte PULMOWA

Bis 1878: Sternwarte DORPAT / Dozent an der Universität

1878: ausserord. Prof. für Mathematik: BERLIN

1882: ord. Prof. für Astronomie/Sternwarte Leipzig
REKTOR

in Berlin war er am Geodätische Institut tätig.



Hauptaufgaben

 elliptische Integrale (DORPAT 1875)

 Figur der Erde (Berlin 1878)

 Astronomische Refraktion

 Integrale des Vielkörperproblems: 3 Körperproblem, ?
Stabilität ? (1887: LEIPZIG)

 EIKONAL (1895)

geometrische Optik / 1. FRESNEL-ZONE

Potential-Theorie, GLEICHGEWICHTSFIGUREN

* BRUNSscher Polyeder

* Randwertaufgabe relativ zur Referenzkugel

BRUNS  STOKES  VENING-MEINESZ

VORTRÄGE von H. KAUTZLEBEN und E. BUSCHMANN



„HÖHENSYSTEME“

(i) Dividiere das Potential/Potentialunterschiede
durch eine Konstante, z.B. dem Mittelwert des
Vermessungsgebietes

(ii) Dividiere das Potential/Potentialunterschiede
durch die SOMIGLIANA-PIZZETTI Schwere in
Reihen entwickelt (NANO - GAL)

„Ellipsoidisches Koordinaten-System“

A. ARDALAN und E: GRAFAREND

(NANO-GAL: J. GEODESY 75 (2001) 424-437)
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GRAVITOSTATICS

MASS POINTS
versus

EXTENDED BODIES

Isaac Newton
„Inertial reference frame“

multibody gravitation
Karl Heinz Ilk

A.M. FRIEDMAN and V.L. POLYACHENKO
Physics of Gravitation Systems I+II,

Springer, New York, 1984
tidal gravity field

CHANDRASEKHAR LEMMA
„The Center of the COSMOS moves

inertially“
(constant speed)

multi-body Boundary Value problem

interior versus
exterior BVP: Krarup,

Grafarend - Sanso

„the gravitational field is
conservative“

POTENTIAL
C.F. GAUSS – G. GREEN

„grad U“
INTERIOR VERSUS EXTERIOR

gravity field
LAPLACE EQUATION

div grad U = 0
„exterior“

Coupling of gravitation and rotation

stat 1



Coupling of gravitation and rotation

forces:
(i) gravitation, (ii) centrifugal, (iii) EULER

„angular momentum“: length-of-day
polar motion  precession-nutation

„NO POTENTIAL“

(iv) CORIOLIS: currents, flow
„NO POTENTIAL“

HELMHOLTZ decomposition
„grad - rot“

grad(U+V) + rot 

(i) div grad W(x) = 2Ω² („external“)
(ii) rot  = -2Ω

stat 2



cont. GRAVITOSTATICS

Base functions

spherical harmonics
ellipsoidal harmonics

2-axis  3-axis
„BIFURCATION“

S. Chandrasekhar

BVP
fixed-free

Grafarend-Ardalan-Sideris
linear-nonlinear

1st, 2nd, 3rd, oblique
mixed

STOKES
BRUNS-VENING-MEINESZ

„generalisations“

forces
gravitation, volume forces, surface forces („stress“)

line forces (plasticity, dislocation: Earthquakes)

GRAVITODYNAMICS

BJERHAMMAR-KRARUP
RUNGE-WALSH Approx. Theorem

ILL-POSED PROBLEMS

IMPROPERLY POSED
DOWNWARD CONTINUATION

BIAS-VERSUS
MEAN SQUARE ERRORS

REGULARISATION

Reference Fields

GEOID-AREOID-PLANETS

TOPOGRAPHY

PLANE-SPHERE-ELLIPSOID

SOMIGLIANA-PIZZETTI

stat 3



deformable body
EULER versus LAGRANGE

gravity

Gravitodynamics

TURBULENCE
variance-covariance

function
PREDICTION

MOVING reference frames

fluid body dynamics
oceanography

Balance equations
Stress-strain relations

gravito-viscoelastic
(plastic) field equation

D. WOLF

constitution equations
thermodynamics
thermo-elasticity

Jump relations
Phase-transitions
Reynold numbers

FIELD EQUATIONS

dyn 1



FIELD EQUATIONS

curl equ.:

divergence equ.:

VORTICITY rot x









ωxxω

ωxΩxωΓ

2rot2

|graddiv2rot

 xωΓ rot|2ω2π4div 2

rigid body hydrostatic prepressed
elastic body

stress tensor

2ω2ρπ4div

ω2rot



 

g
EIΣ cp 

balance equations
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CHANDRASEKHAR‘S VIRIAL METHOD
virial equations of order zero, one, two and higher order

EQUILIBRIUM figures of higher order
BIFURCATION

dyn 2



cont. GRAVITODYNAMICS

EQUILIBRIUM FIGURES

Superpotential and
Supermatrix

homogeneous versus heterogeneous
Ellipsoids

THE VIRIAL THEOREM

THEORY OF BIFURCATIONS

? Stability ?

Maclaurin
JACOBI

JEANS
ROCHE

DARWIN

DEDEKIND
RIEMANN

dyn 3



Erik W. Grafarend (1997): Annali di Geofisica 40 (1997) 1233 -
1247







A. A. Ardalan, E.W. Grafarend, J. Ihde
Journal of Geodesy (2002) 76: 127-138



Best Fit, Som – Pi Field



Case study: potential quasi-geoid of East
Germany

Figure



Molodensky potential telluroid



Telluroid Map: East Germany

Figure


