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Horst Montag

Zu relativistischen Effekten in der Satelliten- bzw. Raumgeodésie

1. Einleitung

Die bahnbrechenden Erkenntnisse der Speziellen Relativitatstheorie — von
Albert Einstein vor hundert Jahren, im Jahre 1905, verdffentlicht — und deren
Erweiterung durch die Allgemeine Relativitatstheorie aus dem Jahre 1916 ha-
ben die klassische Physik von Galileo und Newton grundlegend weiterentwi-
ckelt. Die urspriinglich reine wissenschaftliche Theorie kann heute bei vielen
physikalisch- technischen Prozessen und Vorgangen bis in den ingenieur-
technischen Bereich hinein nicht vernachlassigt werden. Dabei sind aber
meist die Naherungen durch die Parametrisierte Post Newton’sche Theorie
(PPN) ausreichend.

Auch in der Satellitengeoddsie spielen relativistische Effekte mehr und
mehr eine wichtige Rolle. Das betrifft sowohl die Spezielle Relativitatstheo-
rie (Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, Zeitdilatation) als auch
die Allgemeine Relativitdtstheorie (Einfluss des Gravitationsfeldes auf Raum
und Zeit).

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die relativistische Behandlung der
Satellitengeodasie ist die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems sowie
der dazugehdrigen Metrik fur die Modellierung und Analyse. Dazu gehéren
auch relativistische Transformationen aller Messungen und anderer Parame-
ter in dieses System und gegebenenfalls Transformation der Ergebnisse nach
der Analyse.

Speziell wirken sich in der Satellitengeodésie relativistische Effekte auf
drei Bereiche aus, und zwar auf die Bewegungsgleichungen der Satelliten,
auf die Signalausbreitung und auf die bewegten Uhren, insbesondere die
Uhren im Satelliten.

Die Zahl der einzubeziehenden Effekte steigt natiirlich mit der Steigerung
der Genauigkeit von Bahnbestimmung und Messung. Die heute in der Satel-
liten- oder Raumgeodasie erreichbaren relativen Genauigkeiten fiir die Koor-
dinatenbestimmung liegen bei 107°. Um das zu erreichen, sind fur die Zeit
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bzw. Frequenz der Mikrowellenmessverfahren Genauigkeiten im Bereich
von 10713 oder 1014 erforderlich. Mindestens in diesem Umfang miissen re-
lativistische Einflusse beachtet werden. Vielfach werden relativistische Ef-
fekte auch durch die Messverfahren kompensiert oder bei der Bahnanalyse
durch andere Parameter aufgefangen.

Andererseits ermoglichen die heute erreichbaren hohen Genauigkeiten
auch, relativistische Effekte experimentell zu bestéitigen bzw. erstmalig nach-
zuweisen und damit einen Beitrag zur weiteren Verfeinerung der Relativi-
tatstheorie zu liefern.

Bei den nachfolgenden Betrachtungen werden nur Effekte erdrtert, deren
Einflisse fur die Satelliten- bzw. Raumgeodéasie im erwahnten Sinne bereits
heute relevant sind bzw. schon sehr bald von Belang sein kénnen. Dabei wird
auf Ableitungen verzichtet. Die angegebenen Formeln stellen teilweise Nah-
erungen dar, berticksichtigen dabei aber die heute und in naher Zukunft zu er-
wartenden Genauigkeiten in der Satelliten- bzw. Raumgeodaésie.

2. Raum-Zeit-Koordinatensysteme und Bewegungsgleichungen

Fur globale Anwendungen, wie sie in der Satelliten- bzw. Raumgeodésie vor-
herrschen, sind dquatorial ausgerichtete kartesische Koordinatensysteme
zweckmaéRig. Dabei ist grundsétzlich zwischen einem raumfesten System fiir
die Bahnmodellierung und einem erdfesten mitrotierenden System flir terres-
trische Objekte (Stationskoordinaten und andere Parameter) zu unterschei-
den.

In Ubereinstimmung mit der Relativitatstheorie haben die IAU (Internati-
onal Astronomical Union) und IUGG (International Union of Geodesy and
Geophysics) ab 1991 (insbesondere 2000) in mehreren Resolutionen von Ge-
neralversammlungen zwei &quatorial ausgerichtete Raum-Zeit-Koordinaten-
systeme und die Transformationen zwischen ihnen auf PPN-Niveau definiert
(McCarthy und Petit (Eds.), 2004). Es handelt sich dabei um das BCRS (Ba-
rycentric Celestial Reference System) mit dem Ursprung im Baryzentrum des
Sonnensystems und das GCRS (Geocentric Celestial Reference System) mit
dem Ursprung im Massenschwerpunkt der Erde. Beide sind Aquatorsysteme,
haben die gleiche Orientierung und weisen keinerlei Rotationen auf. Die Re-
alisierung (jeweils als Frame statt System bezeichnet) und Uberwachung er-
folgt durch den International Earth Rotation Service (IERS) durch Bezug auf
die Quasare, heute mit einer Genauigkeit von 20 Mikro-Bogensekunden (VL-
BI-Messungen). Damit ist das BCRS flir das Sonnensystem als Inertialsystem
auch konform mit der Newton’schen Mechanik und entsprechend der Spezi-
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ellen Relativitatstheorie ist hier wie in jedem Inertialsystem die Lichtge-
schwindigkeit ¢ konstant. Dennoch ist ein geozentrisches System fir die
Bahnbeschreibung von Erdsatelliten besser geeignet, zumal nennenswerte re-
lativistische Effekte — beschrieben durch die Schwarzschild-Metrik — nur
vom Gravitationsfeld der Erde herriihren. Gravitative Variationen durch Son-
ne, Mond und Planeten wirken sowohl auf die Erde als auch auf die Erdsatel-
liten und sind so reduziert auf ihren Gezeiteneinfluss mit duflerst geringen
relativistischen Effekten. Das genannte geozentrische GCRS bewegt sich auf
der Ekliptik um die Sonne, und es treten, obwohl inertial orientiert, zusatzl-
iche Beschleunigungen auf (Quasi-Inertialsystem). Bei der Transformation
zwischen diesen Systemen missen Einfliisse der Relativitatstheorie berticks-
ichtigt werden. Das betrifft die Koordinatenzeit und die Bahnbeschleunigung
von Satelliten.

Fir die Darstellung terrestrischer Objekte ist wie erwéhnt ein erdfestes
mitrotierendes geozentrisches Koordinatensystem erforderlich. Der Bezug
zum ebenfalls geozentrischen GCRS erfolgt uber Polbewegung und Erdrota-
tion. Ein solches mitrotierendes erdfestes System wird j&hrlich durch den
IERS (Gambis, 2000) in internationaler Kooperation auf der Basis mehrerer
préziser Raummessverfahren realisiert und als ITRF (International Terrestrial
Reference Frame) bezeichnet. Zurzeit dient fiir diese Georeferenzierung das
ITRF2000 als Standard.

2.1 Eigenzeit, Koordinatenzeiten und Koordinatentransformationen

Entsprechend der Allgemeinen Relativitatstheorie sind in den Raum-Zeit-Re-
ferenzsystemen BCRS und GCRS die Zeiten und Positionen keine absoluten
GroRen, sondern von Bezugspunkt, Schwerepotential und Bewegung ab-
hangig. Diese relativistischen Effekte kdnnen in Anbetracht der heutigen Ge-
nauigkeiten nicht mehr vernachléssigt werden. Die Relativistik unterscheidet
zwischen Eigenzeit und Koordinatenzeit. Die Eigenzeit wird durch eine idea-
le Uhr geliefert. Sie ist abhdngig vom Bewegungszustand der Uhr und dem
umgebenden Gravitationsfeld. Die Koordinatenzeit entspricht der Zeitkoor-
dinate in einem Raum-Zeit-Koordinatensystem und hat fur das gleiche Ereig-
nis Gberall in dem System denselben Wert.

Zwischen einer Koordinatenzeit t in einem ruhenden System und der Ei-
genzeit t in einem bewegten System ergibt sich nach der Speziellen Relativi-
tatstheorie infolge der Lorentz-Transformation eine Zeitdilatation. Fir
Zeitintervalle A erhélt man bei konstanter Geschwindigkeit v
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At=—A7 oder Ar=,[1-— At @.1)
Vv C
i

Da v < ¢, hat man im bewegten System immer eine Zeitdilatation, d.h. Uhren
gehen langsamer.

Fur Aufgaben der Raumgeodésie sind die Realisierung der baryzent-
rischen und geozentrischen Koordinatenzeit sowie die relativistischen Trans-
formationen zwischen ihnen von besonderer Wichtigkeit. Zwischen der
Koordinatenzeit des baryzentrischen Systems TCB (Barycentric Coordinate
Time) und derjenigen des geozentrischen Systems TCG (Geocentric Coordi-
nate Time) besteht nach der Relativitatstheorie folgende 4-dimensionale
Transformation (McCarthy und Petit (Eds.), 2004; Petit in Johnston et al.,
2000):

TCB-TCG =¢ {j {%wa (X, (t))}mve (X— Xe)}+0(c4) 2.2)

fo

mit
c — Lichtgeschwindigkeit, t — Zeit,
, — baryzentrischer Positions- bzw. Geschwindigkeitsvektor des
Geozentrums,

— baryzentrischer Positionsvektor des Beobachters und
— Newton-Potential aller Kérper des Sonnensystems (auBBer Erde),
gemessen im Geozentrum und damit variable auf der Erdbahn.
Die Integrationsgrenzen werden so gewéhlt, dass sie mit der Epoche der
terrestrischen Zeit TT (Terrestrial Time) Ubereinstimmen. Der Beginn der
Zeitskala ist JD = 24431445 IAT = 1977 Jan. 1, 0"0™0° IAT. Als Néaherung
fiir diese recht komplizierte Transformation ergibt sich folgender Ausdruck,
der auch den Bezug zur Sl-Sekunde beriicksichtigt (Petit, 1999; McCarthy

und Petit (Eds.), 2004; Capitaine et al., 2002):

(2.3
mit
Lc = 1,4808268674110°8 sowie
JD  —Julianisches Datum und P — periodische Terme.
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Der Einfluss des linearen Terms liegt also im Bereich von 10°8; L. ist mit
einer Genauigkeit von 2:10°"" bestimmt. Der zweite Term ist fiir einen Beob-
achter auf der Erdoberflache nur von den terrestrischen Koordinaten abhéng-
ig und variiert mit Tagesperiode bei Amplituden bis 2,1 ps. Die periodischen
Terme P haben wegen der jahrlichen Bewegung der Erde im Gravitationsfeld
der Sonne Amplituden von etwa 1,6 ms. Da sich die Erdsatelliten mit der Erde
um die Sonne bewegen, kann dieser Effekt in der Satellitengeodasie vernach-
lassigt werden.

Die geozentrische Koordinatenzeit TCG unterscheidet sich weiterhin we-
gen des Gravitationspotentials der Erde von der terrestrischen Zeit TT, die an
der Erdoberflache, genauer auf dem Geoid, definiert ist und deren Einheit der
SI-Sekunde auf dem Geoid entspricht. Die Beziehung fir die Differenz TCG
— TT ergibt sich aus dem Verhdltnis des Potentials auf dem Geoid zur Licht-
geschwindigkeit und lautet ( McCarthy und Petit (Eds.), 2004; Capitaine et
al., 2002):

TCG -TT = Lg (JD - 24443144,5) - 86400 (2.9)

mit Lg = Wy / ¢® = 6,969290134'10°%C,

L wurde anhand des Potentials am Geoid W, definiert und ist somit un-
abhéngig von zukiinftigen weiter verbesserten Geoidbestimmungen. Bei ei-
ner Unsicherheit des Potentials von 0,5 m?s™ (McCarthy und Petit (Eds.),
2004) ergibt sich fir die GroRe Lg eine Genauigkeit von besser als 1017,

Realisiert wird terrestrische Zeit TT durch die Atomzeit IAT (Internatio-
nal Atomic Time) auf dem Geoid, abgesehen von einem konstanten Offset:

TT = IAT +32,184s. (2.5)

Der MaRstab des terrestrischen Referenzsystems bzw. -rahmens
ITRF2000 wird durch den IERS aus Interferometermessungen zu Quasaren
(VLBI) und Lasermessungen zu Satelliten (SLR) konsistent mit der an der
Erdoberflache (Geoid) definierten TT abgeleitet. Das ist nicht konform mit
neueren Resolutionen von AU und IUGG (soll aber trotzdem wegen der
Kontinuitat mit friheren Lésungen vorléufig nicht gedndert werden). Eine
Reduktion auf die geozentrische Raum-Zeit TCG (Geocentric Coordinate Ti-
me) erfordert den Faktor (1 + Lg), also ebenfalls nahezu 10 und ist damit
quasi im Bereich der heutigen Messgenauigkeit:

¥, 2)Trce = (1 + Lg) (X, ¥, 2)Tirrr2000- (2.6)
In gleicher Weise unterscheidet sich das Produkt Gravitationskonstante

mal Erdmasse GM, das den Malstab der Satellitenbahn bestimmt, in den bei-
den Systemen:



282 Horst Montag
GMrcg = (1 + Lg) GMrr. (2.7)

2.2 Bewegungsgleichungen

Die relativistische Behandlung der Bahnanalyse von Erdsatelliten erfordert
Korrektionen fiir die Bewegungsgleichungen, die Zeittransformationen und
die Messungen.

Fur die Bewegungsgleichungen ergeben sich wegen der durch das Gravi-
tationsfeld verursachten Raumkrimmung Korrektionen zu den Beschleuni-
gungen am Satelliten. Der Effekt der Raumkriimmung wird durch An-
wendung der Schwarzschild-Metrik berticksichtigt und wurde fiir die Plane-
tenbahnen schon 1916 berechnet. Wegen der Sonnennahe ist er fir den Mer-
kur mit 43" pro Jahrhundert wesentlich gréRer als fir die tbrigen Planeten.
Diese Periheldrehung des Merkurs war bereits lange bekannt, konnte aber erst
durch die Allgemeine Relativitatstheorie erklart werden. Eine weitere friihe
Bestétigung erfuhr die Allgemeine Relativitétstheorie 1919 durch astrono-
mische Beobachtungen wéahrend einer Sonnenfinsternis, mit denen die vor-
ausgesagte Lichtablenkung sonnennaher Ziellinien zu Sternen durch das
Gravi-tationsfeld der Sonne nachgewiesen wurde.

Bei kiinstlichen Erdsatelliten ist natiirlich das Gravitationsfeld der Erde
der wirksame Effekt. Man erhélt im geozentrischen System GCRS fir die
Stoérbeschleunigungen (McCarthy und Petit (Eds.), 2004: Gulklett, 2003; Mo-
ritz, Hofmann-Wellenhof, 1993):

AF :%{{2(ﬂ+y)¥—yrﬁ}?+2(l+ y)(r.F)F} (2.8)
Dabei bedeuten:
GM — Gravitationskonstante mal Erdmasse (Abplattung der Erde ver-
nachlassigt),
r,r — Entfernung bzw. Vektor zwischen Geozentrum und Satellit,
B,y — Parameter der PPN-Gravitationstheorie (nach Einsteins Allge-
meiner Relativitatstheorie
B=vy=1).

Als Naherung ergibt sich flr den Betrag (Zhu und Groten, 1988; Hof-
mann-Wellenhof et al., 1994; Rothacher, 2003):

2(GM)2a(1—ez) (2 9)
et '
mit a — groRe Halbachse der Satellitenbahn und e — Bahnexzentrizitat.

AF
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Die Korrektionen liegen in der GréRenordnung von 5107 m's bei LEO-
Satelliten (Low Earth Orbit, Hhe zwischen 500 km und 1500 km) und 21071
m's2 flir geostationare Satelliten. Fur die LEO-Satelliten ergibt die Integration
bereits fir Bahnbdgen von 3 Stunden Bahnstérungen im cm-Bereich, sodass
die Effekte fiir prazise Bahnanalysen beriicksichtigt werden missen. Bei wei-
terer Steigerung von Mess- und Bahngenauigkeit werden sie mehr und mehr
auch fiir MEO-Satelliten (Medium Earth Orbit, H6he 5000 km bis 15000 km)
relevant.

2.2.1 Lense-Thirring- Effekt und geodétische Prézession

Nach der allgemeinen Relativitatstheorie verursacht ein Gravitationsfeld ne-
ben der Kriimmung des Raumes zusétzlich — sofern es rotiert — einen Mitdre-
heffekt des umgebenden Raumes oder genauer der Raumzeit. Fir die
rotierende Raumzeit (dragging of surrounding space-time) haben die beiden
Osterreichischen Physiker Lense und Thirring auf der Basis der allgemeinen
Relativitatstheorie bereits 1918 den Effekt, den rotierende Massen in ihrer
Umgebung austben (,,...so &hnlich wie Wasser in einem Strudel*), berech-
net. Der entsprechende Effekt — benannt nach den beiden Wissenschaftlern —
verursacht einen Prazessionseffekt auf einen rotierenden Kreisel und misste
in einem entsprechenden Satelliten gemessen werden kénnen. Desgleichen
ergibt sich eine Stérung der Bahn eines kiinstlichen Erdsatelliten, der sich um
die rotierende Erde bewegt (Satellit auf seiner Bahn als Kreisel im Raum).
Den Einfluss auf die Bahnbeschleunigung eines Satelliten erhalt man (mit
obigen Symbolen) zu (McCarthy und Petit (Eds.), 2004):

AF L =1+ y)%[%(fx?)(ij)-ﬁ-(r?xj)} (2.10)
mit J - Drehimpuls des Erdkorpers pro Einheitsmasse (Betrag etwa
9,8'10% m%1).

Besonders gestort wird durch diesen Effekt das Bahnelemente Q (Rektas-
zension des aufsteigenden Knotens); fiir die sikulare Anderung ergibt sich
(Ciufolini und Pavlis, 2004):

23, (2.11)
3
a’(l-e?)?
Dabei sind Jg, a und e Drehimpuls der Erde, grofle Halbachse bzw. Ex-
zentrizitét der Satellitenbahn.

Q:
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Da die Effekte extrem klein sind, kommen fiir einen Nachweis nur Satel-
liten mit hochster Bahngenauigkeit in Frage, also passive so genannte Kano-
nenkugelsatelliten mit Laserreflektoren. Die Effekte liegen fur Q z.B. bei
0,18"/Jahr fur Starlette (H ~ 900 km) und 0,032"/Jahr (ca. 1,9 m pro Jahr!) fiir
LAGEOS (H ~ 6000 km). Wegen des sékularen Charakters miissen diese Ef-
fekte von den normalen wesentlich groReren sékularen Stérungen getrennt
werden. Trotz des grolReren Betrages flir Starlette ist dieser fiir einen Nach-
weis nicht geeignet, da die Bahngenauigkeit wegen der brigen Stérungen
weit darunter liegt. Nur mit langjahrigen LAGEOS-Analysen kdnnte der
Nachweis gelingen. Dabei sollte die Tatsache ausgenutzt werden, dass die
normalen sékularen Stérungen durch das Gravitationsfeld von der Bahnnei-
gung i abhéngen, nicht aber der Lense-Thirring-Effekt. Benutzt man dann
namlich zwei identische Satelliten mit gleichen Bahnparametern, die ledig-
lich unterschiedliche Bahnneigungen in der Weise aufweisen, dass sich die
sékularen Stérungen in der Summe (umgekehrte Vorzeichen) aufheben, so
bleibt als sékularer Effekt in Q nur die relativistische Lense-Thirring-Stor-
ung. Das trifft zu, wenn ein Satellit die Neigung i und der andere die Bahn-
neigung 180°-i hat (symmetrisch um 90°). LAGEOS 1 wurde 1976 von der
NASA gestartet und hat eine Bahnneigung von etwa 109,8°. Deshalb sollte
LAGEOS 2 (identisch mit LAGEOS 1, gestartet 1992) eine Bahnneigung von
etwa 70° haben. Aus anderen Griinden wurde aber eine Neigung von 52,6°
gewahlt, und die 70,2° sind dem geplanten LAGEOS 3 vorbehalten. Dennoch
ist es kirzlich gelungen, durch Kombination préziser langjéhriger Bahnana-
lysen von LAGEOS 1 und LAGEQS 2 und unter Nutzung neuester Gravita-
tionsfeldmodelle zur genauen Berechnung der Bahnstérungen, den Effekt fur
Q mit einem Betrag von 1,9 m pro Jahr bei einer Unsicherheit von etwa 10%
nachzuweisen (Ciufolini, Pavlis, 2004). Dieses Ergebnis entspricht 99 % des
theoretischen Wertes.

Es sei erwéhnt, dass der Lense-Thirring-Effekt zur Zeit im Rahmen eines
anderen speziellen Satellitenprojektes (nach mehreren wenig erfolgreichen
friiheren Projekten), des Gravity Probe-B, nachgewiesen werden soll. Dabei
wird die Auswirkung der Rotation der Raumzeit auf die Kreiselprazession ge-
messen. Der Effekt liegt in der GrélRenordnung von 0,042 pro Jahr fur die
Bahn des Satelliten Gravity Probe-B (Hohe 644 km, Polbahn, gestartet Apr.
2004, Dauer des Experiments etwa 16 Monate). Fir die Messung dieser Ab-
lenkung des hochprazisen Kreisels im Satelliten wird eine Genauigkeit von 1 %
erwartet.
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Der Lense-Thirring-Effekt erzeugt fir eine im Satellit die Erde umkrei-
sende Uhr auch eine Zeitkorrektion. Sie betragt z.B. fir einen GPS-Satelliten
-1,610"Y s pro Umlauf (12") und kann somit vernachlassigt werden (Gul-
klett, 2003).

Ein weiterer allgemein-relativistischer Effekt ist die geodatische Prézess-
ion oder de Sitter-Effekt. Er Gberlagert die Kreiselprézession des Lense-Thir-
ring-Effekts und wird im Gegensatz zum Lense-Thirring-Effekt, der durch
die Rotation des Gravitationsfeldes entsteht, durch die statische Masse des
zentralen nicht rotierenden Kdorpers verursacht, d.h. durch die Bewegung des
Kreisels durch die gekriimmte Raum-Zeit (Moritz, Hofmann-Wellenhof,
1993; Ciufolini, Pavlis, 2004). Die geodétische Prazession ist bereits gesi-
chert und konnte 1988 aus der Analyse der Bahn des Erde-Mondsystems um
die Sonne anhand von radiointerferometrischen Messungen nachgewiesen
werden. Fiir Gravity Probe-B ist die geodétische Prazession mit 6,6” pro Jahr
um zwei GrolRenordnungen groRer als der Lense-Thirring-Effekt. Beide Ef-
fekte sollen im Rahmen dieses Satellitenprojektes mit einer Auflésung des
Kreisels von 0,001” nachgewiesen und weiter erforscht werden.

3. Relativistische Effekte auf kosmisch-geodatische Beobachtungen
bzw. Messungen
3.1 VLBI - Messungen

Bei der Very Long Baseline Interferometry werden Basislinien aus den beob-
achteten Differenzen der Ankunftszeiten von natirlichen Radiosignalen weit
entfernter Quasare an mindestens zwei Stationen bestimmt. Um die Beobach-
tungsgleichung streng aufzustellen, wird als Inertialsystem das baryzent-
rische BCRS benutzt. Da aber die Messung der Ankunftszeiten auf der
bewegten Erde erfolgt, mussen die Basislinien vom unbewegten baryzent-
rischen System in das bewegte geozentrische System transformiert werden.
In der Beobachtungsgleichung muss also der Basisvektor B im baryzent-
rischen System durch den zu bestimmenden Basisvektor b im geozentrischen
System ersetzt werden. Die Bewegungen der Messstationen bestehen aus der
Erdrotation und der Bahnbewegung der Erde um die Sonne, wodurch tagliche
und jahrliche Aberrationseffekte entstehen. Die Umrechnung in ein bewegtes
System muss entsprechend der Speziellen Relativitatstheorie nach der Lor-
entztransformation erfolgen. Das Resultat lautet (Hofmann-Wellenhof et al.,
1994; Rothacher, 2003; Gulklett, 2003):
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a — -V _
=b- o v, — 2 v 3.1)
mit ¢ — Vektor der Geschwindigkeit des Geozentrums im baryzent-
rischen System,
V, - Vektor der Rotationsgeschwindigkeit der Antenne 2 gegentiber

dem Geozentrum.

Die in der Beobachtungsgleichung in baryzentrischer Koordinatenzeit
ausgedriickte Laufzeitdifferenz At muss weiterhin noch auf die Eigenzeit t ei-
ner Atomuhr auf der Erde transformiert werden, denn die gemessenen Lauf-
zeitdifferenzen entsprechen der Differenz der Eigenzeiten der Atomuhren an
den Stationen. Diese Atomuhren werden sowohl vom Gravitationspotential V
(stérkeres Gravitationsfeld verursacht langsamere Uhren) als auch von ihrer
Bewegungsgeschwindigkeit vy mit Bezug auf das ruhende System (bewegte
Uhren laufen langsamer als ruhende) beeinflusst. Fasst man beide Effekte zu-
sammen, so ergibt sich (McCarthy und Petit (Eds.), 2004; Moritz, Wellenhof,
1994):

2

v \Y,
At:(1+2—22+c—2)Ar (3.2

Das Glied VA2 / 2¢2 wird auch als Dopplerverschiebung 2. Ordnung be-
zeichnet.

Nach der Allgemeinen Relativitatstheorie ergeben sich fiir die Laufzeit-
differenz At weiterhin Korrektionen wegen der durch die Gravitation der
Himmelskdrper, insbesondere Sonne, Erde und Jupiter, verursachten
Kriimmung der Raum-Zeit (McCarthy und Petit (Eds.), 2004):

+
2 J In
grav Z
R2 5+

Dabei smd
R,, bzw. R, -Vektor bzw. Betrag des Vektors vom J-ten gravitierenden
Kdérper zum Empfénger 1,

,, bZW. R, — desgleichen zum Empfanger 2,

— Einheitsvektor vom Baryzentrum zur jeweiligen Radioquelle.
Fur die verschiedenen Himmelskorper sind die Effekte nur relevant, wenn
die Strahlen sehr nahe an ihnen vorbeilaufen. Fir die Sonne sind im Extrem-
fall 200 ns zu erwarten (Rothacher, 2003). Im Allgemeinen kann man sich im

e

2 (3.3)

2]

NN
el

Xl Zell
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Pikosekundenniveau auf den Einfluss der Erde beschréanken. Mit Rig = Rog
kann man vereinfachen:

GM, In 1+sinE;

¢’ 1+sinE,
mit Mg — Erdmasse und den Elevationswinkeln E; und E,, unter denen man
die jeweilige Quelle von Station 1 bzw. 2 sieht. Der Effekt betragt fur die Erde
maximal etwas Uber 20 ps.

OAt 2

(3.4)

gravE =

3.2 Einflisse bei GPS-Messungen

Auch die Uhren in den GPS-Satelliten unterliegen den Effekten sowohl der
Allgemeinenals auch der Speziellen Relativitatstheorie. Sie miissen wegen der
hohen Genauigkeit dieser Atomuhren von etwa 51014 (4 ns pro Tag) beriicks-
ichtigt werden (Hofmann-Wellenhof et al., 1994; Nelson, 2003; Gulklett,
2003). Das schwéchere Gravitationsfeld in der Hohe der Satellitenbahnen
(20000 km) bewirkt eine Beschleunigung der Satellitenuhren um etwa 45 ps
pro Tag; das Satellitensignal erféhrt auf dem Weg zum terrestrischen Emp-
fanger also eine Blauverschiebung. Andererseits bewirkt die Bahngeschwin-
digkeit der Satelliten (3,9 km/s) eine Verlangsamung der Satellitenuhren von
etwa 7 s pro Tag gegeniiber Uhren in Ruhe, womit eine Rotverschiebung des
Signals verbunden ist. Beide Effekte (Summe etwa 38 ps/Tag) werden zusam-
mengefasst. Bei Annahme einer kreisformigen Satellitenbahn und einer ku-
gelférmigen Erde erhélt man somit fur die Frequenzdifferenz Af = f —f,

2
ALV LAY obei AV =GM, (&= —1). (3.5)
f, 2¢° ¢ rrr
Es bedeuten:
f, fo — Frequenz vom Satelliten ausgesendet (f) und vom Empfénger
empfangen (fy),
% — Bahngeschwindigkeit des Satelliten (v » 3,9 km/s),
AV — Differenz zwischen Gravitationspotential am Satelliten und am
terrestrischen Empfanger,
S, I — Lénge des Radiusvektors vom Geozentrum zum Satelliten bzw.

zum Empfanger.
Durch Einsetzen der Zahlenwerte erhalt man fir Af / f, = -4,4647:1071°
(0,8:10°20 fur speziell-relativistischen Anteil und -5,3:1071° fur allgemein-re-
lativistischen Anteil).
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Damit der terrestrische Empféanger trotz der relativistischen Effekte die
nominale Frequenz von 10,23 MHz empfangen kann, wird die von der Satel-
litenuhr erzeugte Frequenz vor der Aussendung um Af = -4,46410710 f, = -
4,57°10°% Hz auf 10,229999995433 MHz verandert.

Diese Frequenzverschiebung berticksichtigt nur den konstanten Betrag.
Wegen der nicht kreisférmigen GPS-Bahnen (e ~ 0,014) treten in der Fre-
quenz noch periodische Variationen auf, die zu folgender Korrektion fiir die
Entfernungen p fihrt:

2,/GM.a
Pren = %esin E (3.6)

mit e — numerische Exzentrizitat, a — grofle Halbachse und E — exzentrische
Anomalie der Satellitenbahn. Diese Korrektion erreicht Amplituden von etwa
45 ns oder 13,5 m und wird im Empfanger beriicksichtigt.

Als Beispiel fur eine stark exzentrische Satellitenbahn sei der Satellit
Molnya erwéhnt (e = 0,72). Hier erreichen die relativistischen periodischen
Variationen Amplituden von etwa 1,7 s, entsprechend tiber 500 m!

Zusatzlich muss noch beriicksichtigt werden, dass das Signal auf dem Weg
durch die wegen des Gravitationsfeldes der Erde gekrimmte Raum-Zeit ver-
zbgert wird. Analog zu Gl. (3.4) erhalt man fiir die Korrektion der Entfernung:

2GM | P +r.+p
c? r*+r.—p

Die Grole dieses Terms erreicht bei GPS-Satelliten 18,7 mm. Er ist in
dem AusmaR aber nur bei Einzelpunktbestimmungen wirksam; bei Basislini-
enbestimmungen verringert sich der Einfluss durch Differenzbildung auf we-
niger als 10,

Ein weiterer speziell-relativistischer Effekt betrifft die Uhr des terres-
trischen Empfangers, der sich durch die Erdrotation mit Bezug auf das in die-
ser Hinsicht ruhende GCRS bewegt (Nelson, 2003; Hofmann-Wellenhof et
al., 1994; Gulklett, 2003). Dieser Sagnac-Effekt kann interpretiert werden als
Differenz der Eigenzeiten der Satellitenuhr und der Uhr im terrestrischen
Empféanger (Ashby, 2003). Er kann folgendermaRen berechnet werden (Nel-
son, 2003; Gulklett, 2003):

1.

5pre|2 = (37)

mit o — Vektor Station — Satellit und Vv — Geschwindigkeitsvektor der Bewe-
gung des Empfangers. Der Effekt ist maximal am Aquator (v ~ 0,46 km/s)
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und bei groflen Distanzen zum Satelliten, d.h. bei kleinen Héhenwinkeln. Fir
GPS betrégt der maximale Sagnac-Effekt 133 ns (1 ns entspricht etwa 30 cm).
Der Effekt wird im Empfénger durch die Software beriicksichtigt.

Wesentlich groRer kann dieser Effekt sein, wenn GPS-Signale von tief
fliegenden Satelliten empfangen werden. Fiir CHAMP beispielsweise (v ~
7,6 km/s) betrégt der Effekt maximal etwas Uber 2 ps.

Als weitere relativistische Effekte sind u. a. der Einfluss der Raumkrimm-
ung auf die geometrische Distanz sowie der oben vernachldssigte Einfluss der
Erdabplattung und des Gezeitenpotentials von Mond und Sonne zu nennen.
Der erstere Effekt erreicht bei GPS-Distanzen etwa 6 mm (Ashby, 2003). Die
beiden letzteren erzeugen periodische Effekte, und zwar mit Amplituden von
24 ps fir den Einfluss der Erdabplattung und von etwa 1 ps fiir den Einfluss
des Gezeitenpotentials von Mond und Sonne [Nelson, 2003; Gulklett, 2003).

3.3 Lasermessungen zu Satelliten (SLR)

Die relativistischen Korrektionen fiir die aus SLR erhaltenen Distanzen p zu
kinstlichen Erdsatelliten erhdlt man ebenfalls aus Gleichung (3.7). Da SLR
ein Zweiwegverfahren ist und der Strahl somit auf dem Weg zum Satelliten
und zuriick durch die wegen des Gravitationsfeldes der Erde gekrummte
Raum-Zeit verzdgert wird, ergibt sich zusatzlich ein Faktor 2. Die Korrekti-
onen betragen z.B. bei LAGEOS (Ho6he etwa 6000 km) zwischen 12 mm und
22 mm und fir Starlette (H6he etwa 900 km) maximal 10 mm. In Anbetracht
der Subzentimetergenauigkeit moderner MefRsysteme sind diese Effekte be-
reits heute relevant. Bei Lasermessungen zum Mond (LLR) erreichen die
Korrektionen 3 cm bis 4 cm.

Zusétzlich miissen gegebenenfalls auch hier die Einfliisse der Raum-
krimmung auf die geometrische Distanz beriicksichtigt werden. Je nach Dis-
tanz zum Satelliten kdnnen diese Korrektionen mehrere Millimeter betragen.

4. Schlussbemerkung

Die Ausfiihrungen haben gezeigt, dass die Erkenntnisse sowohl der Speziellen
als auch der Allgemeinen Relativitatstheorie in der modernen Satellitengeo-
désie eine grofe Rolle spielen. Die heute erreichbaren hohen Genauigkeiten
erfordern ihre Berlicksichtigung in unterschiedlichster Weise. Andererseits
bieten kiinstliche Erdsatelliten heute ein experimentelles Feld fiir Anwen-
dungen und die Demonstration der Giiltigkeit der Relativitatstheorie. Durch
eine weitere Genauigkeitssteigerung der Methoden der Satellitengeodésie
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wird auch die Bestétigung weiterer relativistischer Effekte, die heute noch an
der Nachweisgrenze liegen, moglich sein. Das erfordert aber auch eine weitere
Verfeinerung der Modellierung der relativistischen Effekte, bei der u. a. die
oben vorgenommenen diversen Vereinfachungen und Vernachlassigungen
schrittweise einbezogen werden missen.
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