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Gewidmet der ehemaligen Leipziger Gruppe um Armin Uhlmann

Zusammenfassung

Ziel unserer Arbeit ist es, eine Relation vorzustellen, die — wie die gewohnliche Majorisierung — eine
Halbordnung darstellt, aber jene verschérft.

1. Vorbemerkungen

Wir erklédren kurz die Grundlagen der gewohnlichen Majorisierung, wobei wir der Schreibweise von
Marshall/Olkin [1] folgen:

R, :=[0,00) (= nichtnegative reelle Achse)
RY = {x = (z1,%2,...,xy,),2; € Ry,Vi}
DQ = {X = (Q}m,x[z}, ...,m[n}),mit(x[l] > X 2 . > xM}

Seien nun x,y € R'', dann definiert man die Relation x < y (in Worten: “x ist gemischter als y*
oder “y majorisiert X**):
k k
xp < > vy, k=1,2,...,n—1

x <y falls =l =l (D
22T = D Y
i=1 i=1
Zwei n—Tupel x und y heilen vergleichbar wenn x < y oder y < x gilt. Da es vorkommen kann,
dall zwei n—Tupel nicht vergleichbar sind, ist “<* eine sog. Halbordnung (siehe auch den Artikel von
A. Uhlmann in diesem Band).
Ungliicklicherweise wird in der mehr physikalisch bzw. chemisch orientierten Literatur, vgl. etwa v.

Neumann [2], Uhlmann [3], Ruch und Mead [4], Ruch, Schranner und Seligman [5], Alberti und Uhl-
mann [6] oder Thirring [7], der Richtungssinn von “<* entgegengesetzt benutzt.
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Eine n-reihige Matrix T = (7;;) heif3t bistochastisch, wenn 0 < T;; < 1, Vi, j und
n n
STy = 3Ty = 1gilt
i=1 j=1
Die Menge der bistochastischen Matrizen werde mit BS7 abgekiirzt.

Eine zu (1) dquivalente Charakterisierung ist:
x <y falls 9T € BS7 mit Ty = x. (2)

Die Menge aller n—Tupel, die gemischter als z sind, heile G(z).

2. Unsere Beobachtung

Alsdann betrachten wir physikalische Systeme, deren Zustinde durch nachstehende Zustandsrdume
beschrieben werden konnen.

Sp={a:a=1(¢"¢*...,¢"),¢" >0, ¢ =1}
Nun definieren wir iiber diesen Zustandsraumen Prozesse, also Zustandsdnderungen in der Zeit:
R, >t—q(t) €S,

SchlieBlich stellen wir an den ProzeB zwei Forderungen, ndmlich i) mischungsverstirkend und ii)
stetig zu sein. In Anlehnung an LaBner/LaBner [8] wurden diese Prozesse in [9] cc—Prozesse genannt
und mit P, abgekiirzt, also:

Pee :={R>t— qt) €S, mit:
1) v t,, t// mlt O S t/ S t// : q(t//) < q(t/)
11) limt/_,tu q(t’) = q(t”)}

Wenn ein Zustand q von q* durch einen cc—Prozel} erreichbar ist, dann schreiben wir q < q*.
Die Menge aller derjenigen Zustinde, die von q* € §,, durch cc—Prozesse erreichbar sind, heif3e
F(Sn; Pee, q%). (Das F moge an Zukunft erinnern, F(S,,, P.., q*) ist also nichts anderes als die Zu-
kunft von g* unter cc-Prozessen.)

Die Mengen F(S,,, P.c, q*) sind erstmals in [9] konstruiert worden. Sie sind klarerweise Teilmengen
von G(q*). Thre hervorstechende Eigenschaft ist — im Gegensatz zu G(q*) — ihre Nichtkonvexitit. Der
erste nichttriviale Fall ist n = 3. Die nachstehende Abbildung zeigt G(q*) fiir n = 3 und ein willkiirli-
ches q*, wobei fiir die Darstellung von S baryzentrische Koordinaten verwendet wurden. Nach dem
Satz von Birkhoff [10] ist G(q*) gerade die konvexe Hiille aller Permutationen von q*.
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Der schraffierte Bereich der ndchsten Abbildung zeigt nun die Zustinde, die von g* aus durch cc—
Prozesse erreicht werden konnen. Man erkennt sehr schon, da F(S,,, P..,q") eine echte Teilmenge
von G(q*) ist, und wie die einfache Zusatzforderung nach Stetigkeit die Erreichbarkeit zusammen-
schnrt.

‘7:(837 7)CC7 q*)

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen die Situation fiir n = 4. Startpunkt ist die rote Ecke. Die 24
Markierungen geben die Permutationen des Startpunktes an. Thre konvexe Hiille formt wiederum die
Menge aller Zustinde, die gemischter als der Startpunkt sind. Das farbige Objekt ist F(Sy, Pee, q¥).
Die Nichtkonvexitit wichst sich dramatisch aus:
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Abschlielend sei festgehalten:
1. Man iiberzeugt sich ohne weiteres davon, daB “<** nicht nur selbst wieder eine  Halbordnung ist.
Sie bedeutet eine Verschirfung der gewohnlichen Majorisierung,

denn:

r < y = z <y, die Umkehrung gilt i.a. nicht.
2. Offenbar mufy mit 0 < ¢’ < ¢" fiir q(¢") < q(t') gelten:
F(Sn, Pee: a(t")) € F(Sn, Pec, a(t'))-
Damit stellt aber das Volumen von F (S, P.., q(t)) fir “< ein sog. isotones  Funktional dar,

d.h. ein Funktional, das die Halbordnung monoton begleitet. In
unserem Falle féllt es mit wachsendem ¢.
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