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Zwischen Ordnung und Unordnung

Oft strebt man danach, die Dinge gut zu ordnen und sieht doch oft genug die relative
Vergeblichkeit dieses 16blichen Bemiihens. Es ist dann angemessen, die Vorstellung des wohl
Geordneten zugunsten eines weniger rigiden Begriffs “aufzuweichen”. Es ist der Begriff der
teilweisen (partiellen) Ordnung, also der der Halbordnung. Er erdffnet den Blick auf eine er-
staunliche, kaum iiberblickbare Fiille von Strukturen, denen die Mathematiker einige wenige
strenge Regeln auferlegt haben.

Das Folgende handelt von einer solchen Halbordnung und einigen ihrer Varianten. Mit ihr

kann man sich zum Beispiel der Frage ndhern: “Wie steil ist ein ein Berg ?” Zu diesem Zweck
stellen wir uns einen Schnitt des Berges mit einer horizontalen Ebene vor. Sei h die Hohe der
Ebene und sei V(h) das Volumen desjenigen Teils des Berges, das oberhalb besagter Ebene
liegt.
Wir kénnen jetzt, noch provisorisch, zwei Berge als gleich steil ansehen, wenn fiir jede beliebige
Hohe h beide Berge das gleiche Volumen V' (h) an Gestein oberhalb dieser Hohe aufweisen. Es
ist jetzt nur noch ein kleiner Schritt, den Berg Nummer 1 als steiler als den Berg Nummer 2
zu definieren, wenn fiir jede Hohe Vi (h) > Va(h) gilt.

Die so eingefiihrte Halbordnung, eine sog. schwache Majorisierung wird strenger und zur Ma-

jorisierung, wenn die zu vergleichenden Berge gleiches Gesamtvolumen besitzen oder, besser,
wenn man unter V' das spezifische Volumen, (Volumen oberhalb h geteilt durch das Gesamtvo-
lumen), versteht. Durch letzteren Trick konnen wir die Normierung lim V' (h) = 1 falls h — oo
neben V(0) = 1 fiir alle Berge erreichen.
Wir wollen weiter (vereinfachend) annehmen, dass die Berge auf einem endlichen Teil der
(h = 0)-Ebene ruhen. An ihr Profil werden nur wenige Forderungen gestellt, sodass zwischen
“Berg” und “Gebirge” nicht unterschieden werden muss. Das Profil muss nicht stetig, darf aber
auch nicht ganz willkiirlich sein.

Man sieht den Preis, den man fiir eine Halbordnung zahlt: Nicht von jedem Paar Berge kann
man behaupten, einer von beiden sei steiler. Die meisten solcher Paare sind in unserer Halbord-
nung unvergleichbar, inkompatibel. Man sieht aber auch, dass man, etwa durch Mittlungen tiber
kleine Hohenunterschiede, eine etwas grobere Halbordung des gleichen Typs erhalten kann, bei
dem wesentlich mehr Paare kompatibel werden.

Wird Gestein ohne Volumenverlust von einer Stelle zu einer anderen transportiert, so spre-
chen wir von einer Umlagerung (rearrangement). Bei einer ausgleichenden Umlagerung darf
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Gestein nie von unten nach oben transportiert werden. Wir haben es also mit strengen Aus-
gleichsvorgdngen zu tun: Sisyphus hat Arbeitsverbot.

Wie auch immer eine ausgleichende Umlagerung durchgefiihrt wird, fiir keine Hohe A kann
der Wert V(h) als Folge dieser Operation anwachsen. Und umgekehrt, gilt Vi(h) > Va(h)
fiir zwei Berge, so konnen wir durch eine Folge von ausgleichenden Umlagerungen den Berg
Nummer 1 so verdndern, dass er zum zweiten wird.

Selbstverstéindlich bieten “Berge” nur ein Beispiel, gewissermafien ein typisches Bild, fiir Ma-
jorisierung und den mit ihr verbundenen ausgleichenden Umlagerungen. Analoga sind Tempera-
turverteilungen, Druckverteilungen in kommunizierenden Roéhren, Spannungen in Netzwerken
ohne Induktion (nur Widerstéande und Kapazitdten) und ihre Ausgleichsprozesse.

Problem 1: Um im obigen Bild zu bleiben, kann man das Temperaturprofil z. B. eines isolierten
homogenen Stabes mit der Kontur eines Berges Identifizieren. Beim Temperaturausgleich fliefit
Wiérme nie von allein in Gebiete hoherer Temperatur. Man findet daher, dass Temperaturaus-
gleich ein Beispiel fiir Majorisierung, also fiir unsere Halbordung, abgibt. Da er durch Differenti-
algleichungen beschrieben werden kann, besitzt er noch eine wichtige zusatzliche Eigenheit: Ein
Temperaturprofil wird durch eine ausgleichende stetige Deformation gedndert. (Allerdings muss
eine solche Deformation nicht notwendig durch eine Differentialgleichung vom Warmeleitungs-
typ beschrieben werden.) Die Frage, welche Temperaturprofile aus einem anféinglich gegebenen
entstehen konnen, ist ausgesprochen schwierig und begriindet eine neue von der Majorisierung
deutlich verschiedene strengere Halbordnung. Hierzu gibt es viele offene Fragen. (Siehe Beitrag

von Ch. Zylka.)e

Fiir den Fall endlicher diskreter Verteilungen, besonders von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, ist die Theorie der Majorisierung gut bekannt. Die nicht negativen Zahlen py, ..., p, bilden
einen Wahscheinlichkeitsvektor, wenn sie sich zu 1 aufsummieren. Man teilt das Einheitsinter-
vall in n gleiche Teile, und zieht iiber dem k-ten in der Hohe p; ein Geradenstiick. Unser Berg
wird zum Blockdiagramm und die oben eingefiihrte Funktion V' (k) ist die Summe aller Zahlen
p; — h fiir die (p; — h) > 0 gilt. Sie ist mit der 1-Norm der Verteilung V' linear verbunden.

Das Kriterium Vi (h) > Va(h) fiir Majorisierung kann einer Legendre-Transformation unter-
zogen werden. Es entstehen dann Funktionen ey (V'), die in unserem Berg-Modell so gedeutet
werden konnen: Wir schneiden aus dem Berg Sédulen aus, deren Grundfliche den Inhalt s hat.
e, ist die kleinste obere Schranke fiir die Volumina aller dieser Sdulen.

Im endlichen Fall kann man zeigen, dass es die lineare Interpolation der

en(V) = Summe der m grofiten p;

ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen V; majorisiert V5 genau dann, wenn e, (V1) > e, (V2)
firm =1,...,n — 1 und e, (V1) = e,(V3) richtig ist. Dieses Kriterium wird oft zur Definition
der auf Majorisierung basierenden Halbordnung genutzt. Beide Kriterien liefern Briicken zur
konvexen Analysis. Doch wiirde ihre Erérterung den Rahmen sprengen. Aber ein weiteres, noch
nicht hinreichend ausgeleuchtetes Problem wollen wir uns ansehen.

Problem 2: Seien V und W zwei Verteilungen gleicher Lange n und X eine weitere mit beliebiger
Lénge. Sie mégen durch die Zahlen pj;, ¢; und zj, definiert sein. Nennen wir nun VX die aus
den Zahlen p;x; bestehende Verteilung, die ihrer Gréfie nach geordnet sein mogen. Ebenso
bilden wir W X. Majorisiert V' den Wahscheinlichkeitsvektor W, so wird auch WX von VX
majorisiert.

Was aber kann man sagen, wenn V' und W unvergleichbar sind? D. Jonathan und M. P. Ple-
nio haben 1999 Beispiele gefunden, bei dem WX von VX majorisiert wird, aber W und V
unvergleichbar sind. Zu dieser katalytischen Majorisierung hat es zahlreiche Untersuchungen
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gegeben. Ein handhabbares Kriterium aber fehlt. Wird W von V' katalytisch majorisiert, so
sind die Renyi-Entropien von W nicht gréfler als die mit V' gebildeten. Womit aber kann man
diese notwendigen Bedingungen zu hinlanglichen ergénzen? e

Die katalytische Majorisierung entstammt quantenphysikalischen Uberlegungen, die von der
Informationstheorie angeregt wurden. Sie besitzt in der Quanteninformatik einen festen Platz.

Die Verbindung von Majorisierung und Quantenphysik wurde vor fast 40 Jahren in Leipzig
begonnen. Quantenphysikalisch konnen die Zustédnde eines Systems (mit endlich vielen Frei-
heitsgraden) durch Dichte-Operatoren beschrieben werden. Es sind positive Operatoren mit
Spur Eins. Thre Eigenwerte sind Wahrscheinlichkeitsvektoren. Letztere kénnen der Theorie der
Majorisierung unterworfen werden. In diesem Zusammenhang nennt man den Zustand w ge-
muschter als den Zustand p, wenn das Spektrum von w vom Spektrum von p majorisiert wird.
Die Relation “gemischter als” wurde von W. Thirring gelegentlich “weniger rein als” und von
E. Lieb “chaotischer als” genannt. Das Interesse an dieser Halbordung erklért sich aus der Tat-
sache, dass w genau dann gemischter als p ist, wenn w sich als Gibbs’sche Mischung (d. h. als
konvexe Linearkombination) von zu p unitér dquivalenten Zustédnden schreiben lésst.

Die diskreten Verteilungen besitzen die Permutationen als Symmetrien. Mit ihnen kann ein
weiterer Zugang zur Majorisierung diskreter Verteilungen erschlossen werden. Im Quantenphy-
sikalischen haben wir es mit unitdren und anti-unitdren Transformationen zu tun. Das fiihrt
auf

Problem 3: Sei G eine Gruppe deren Elemente unitdre und eventuell auch anti-unitdre Ope-
ratoren sind. Ein Zustand w heifit G-gemischter als p, wenn w eine konvexe Kombination von
Dichte-Operatoren UpU~! mit U € G ist. Wie aber sieht man es einem Dichte-Operator an,
dass er G-gemischter ist als ein anderer? Das ist eine weitgehend offene Frage. Selbst dann,
wenn G das direkte Produkt zweier unitdrer Untergruppen einer vollen unitdren Gruppe ist,
fehlen schliissige Kriterien.e

Bemerken wir noch, dass die Relation “G-gemischter als” auch mit Hilfe von Abbildungen,
den bistochastischen Quantenkandlen, definiert werden kann. Indem man andere, einer Aufgabe
angepasste Klassen von Abbildungen einbezieht, werden weitere Beispiele von Halbordnungen
erschlossen.
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