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Die heutige Tagung aus Anlass des 300. Geburtstages von Leonhard Euler
liefert ein beredtes Zeugnis von der Universalität dieses Gelehrten, der wohl
ohne Übertreibung als der bedeutendste Mathematiker des 18. Jahrhunderts
angesehen werden kann. Seine grundlegenden Arbeiten zur Infinitesimalrech-
nung, zur Variationsrechnung, zur Zahlentheorie und Algebra und zu den An-

1 Dieser Beitrag Lothar Budachs, der kurz nach der Tagung schwer erkrankte und verstarb,
wurde von Klaus Haße nach dem hinterlassenen unvollendeten Manuskript und Notizen des
Autors fertiggestellt und zum Druck vorbereitet
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wendungen der Mathematik auf die Astronomie, Mechanik, Optik, Ballistik
und Kartographie haben ihn unsterblich gemacht.

”Sein Name, . . . , kann nur mit den Wissenschaften erlöschen.“
(N. Fuss, [1], S. LXXXIX)

Weniger bekannt ist, dass sich Euler in den Jahren 1736 und 1750/51 mit
zwei Problemen beschäftigt hat, die ganz gewiss nicht zum Hauptstrom der
Mathematik seiner Zeit gehörten, mit deren Lösung er aber das Tor zu einer
neuen, und wie die Folgezeit zeigen sollte, außerordentlich interessanten und
für die gesamte Mathematik bedeutungsvollen Disziplin aufgestoßen hat: der
Analysis situs - Analysis oder Geometrie der Lage - oder, wie wir heute sagen:
der algebraischen Topologie.

Das erste der beiden Probleme [2] kann der Unterhaltungsmathematik zu-
gehörig betrachtet werden. Seine Beschreibung entnehmen wir der deutschen
Übersetzung der Eulerschen Originalarbeit von A. Speiser [3].

Zur Erläuterung des nachfolgenden Textes verweisen wir auf die Topo-
grafie des alten Königsberg (s. Abbildung 1).

Abbildung 1: Königsberg im 18. Jahrhundert

”1. Neben jenem Teil der Geometrie, der von den Grössen handelt
und zu allen Zeiten eifrig studiert wurde, gibt es noch einen andern
bis jetzt beinahe unbekannten, den Leibniz zuerst erwähnt und Geome-
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trie der Lage genannt hat. Dieser Teil beschäftigt sich mit dem, was
allein durch die Lage bestimmt werden kann und mit der Ergründung
der Eigenschaften der Lage; hierbei sollen die Grössen ausser acht ge-
lassen werden und das Rechnen mit Grössen nicht angewendet werden.
Was für Probleme aber zu dieser Geometrie der Lage gehören und was
für eine Methode zu ihrer Lösung angewendet werden muss, das ist
noch nicht genügend bestimmt. Als daher neulich ein Problem bekannt
wurde, das zwar zur Geometrie zu gehören schien, aber so beschaf-
fen war, dass es weder die Bestimmung einer Grösse erforderte, noch
eine Lösung mit Hilfe des Grössenkalküls gestattete, so zweifelte ich
nicht daran, es der Geometrie der Lage beizuzählen, um so mehr als
zu seiner Lösung nur die Lage in Betracht gezogen wird, während die
Rechnung keinen Nutzen gewährt. Ich werde also meine Methode, die
ich zur Lösung derartiger Probleme erfunden habe, hier als Muster der
Geometrie der Lage auseinandersetzen.

2. Das Problem, das ziemlich bekannt sein soll, war folgendes: Zu
Königsberg in Preussen ist eine Insel A, genannt ”der Kneiphof“, und
der Fluss, der sie umfliesst, teilt sich in zwei Arme, . . . . Über die Ar-
me dieses Flusses führen sieben Brücken a, b, c, d, e, f und g. Nun
wurde gefragt, ob jemand seinen Spazierweg so einrichten könne, dass
er jede dieser Brücken einmal und nicht mehr als einmal überschreite.
Es wurde nur gesagt, dass einige diese Möglichkeit verneinen, andere
daran zweifeln, dass aber niemand sie erhärte. Hieraus bildete ich mir
folgendes höchst allgemeine Problem: Wie auch die Gestalt des Flus-
ses und seine Verteilung in Arme, sowie die Anzahl der Brücken ist, zu
finden, ob es möglich sei, jede Brücke genau einmal zu überschreiten
oder nicht.

3. Was das Königsberger Problem von den sieben Brücken betrifft,
so könnte man es lösen durch eine genaue Aufzählung aller Gänge, die
möglich sind; denn dann wüsste man, ob einer derselben der Bedin-
gung genügt oder keiner. Diese Lösungsart ist aber wegen der grossen
Zahl von Kombinationen zu mühsam und schwierig, und zudem könnte
sie in andern Fragen, wo noch viel mehr Brücken vorhanden sind, gar
nicht mehr angewendet werden. Würde die Untersuchung in der eben
erwähnten Weise geführt, so würde Vieles gefunden, wonach gar nicht
gefragt war; dies ist zweifellos der Grund, warum dieser Weg so be-
schwerlich wäre. Darum habe ich diese Methode fallen gelassen und
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eine andere gesucht, die nur so weit reicht, dass sie erweist, ob ein sol-
cher Spazierweg gefunden werden kann oder nicht; denn ich vermutete,
dass eine solche Methode viel einfacher sein werde.“

Euler ging davon aus, dass die konkrete Gestalt der vier durch den Fluss
getrennten Gebiete für die Formulierung des Problems ohne Belang ist. Er-
setzt man diese Gebiete durch vier verschiedene Punkte und die Brücken,
welche die Stadtteile miteinander verbinden, durch Bögen, die die Punkte
miteinander verbinden, so entsteht ein Gebilde (s. Abbildung 2) aus Punkten
und Bögen, das die für das Brückenproblem relevante geometrische Struktur
repräsentiert. Euler hatte also, ohne dies explizit zu bemerken, eine neue ma-
thematische Struktur geschaffen, den Begriff des Graphen, genauer den des
Multigraphen.

In heutiger Sprechweise besteht ein Multigraph aus zwei Mengen, der
Menge der Punkte V (vertices) und der Menge E (edges) der Kanten, sowie
einer Abbildung p , die jede Kante auf zwei Punkte abbildet. Die Abbildung p

wird als Inzidenzabbildung bezeichnet. Ein Punkt v inzidiert mit einer Kante
e, (oder e ist inzident mit v) falls v ∈ p(e) ist. In unserem Beispiel sind also
die Gebiete die Ecken des Graphen, die Brücken seine Kanten und ein Gebiet
inzidiert mit einer Brücke, falls diese Brücke das Gebiet mit einem ande-
ren verbindet. Jede Kante e definiert also zwei mit dieser Kante inzidierende
Punkte v1, v2 durch p(e) = {v1, v2}.

Im von Euler betrachteten Beispiel bilden die vier Gebiete eine Punkt-
menge V = {a, b, c, d}, die sieben Brücken eine Kantenmenge
E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}. Dass die Brücken Gebiete miteinander ver-
binden, beschreiben wir dadurch, dass beispielsweise p(e1) = {a, b} und
p(e7) = {c, d}.

Geht man von v1 über die Kante e nach v2, so schreibt man dafür v1
e−→ v2.

Ein Weg in dem Graphen ist eine Folge

v◦
e◦−→ v1

e1−→ · · · en−1−−−→ vn.

v◦ ist der Anfang des Weges, vn sein Ende. Als ”Eulerscher Weg“ wird heut-
zutage ein Weg bezeichnet, in dem alle Kanten genau einmal vorkommen. Ist
darüber hinaus v◦ = vn, so wird dieser Weg als ”Eulerscher Kreis“ bezeich-
net.

Euler betrachtete in seiner Arbeit die Zahl der Kanten, die mit einem be-
stimmten Punkt v verbunden sind. Von dieser Zahl, die man heute als Grad
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Abbildung 2: Königsberg als Graph

deg v des Punktes v bezeichnet, zeigte Euler, dass in jedem Graphen die Zahl
der Punkte ungeraden Grades gerade ist. Ist sie größer als zwei, so gibt es
keinen Eulerschen Weg, ist sie gleich zwei, so gibt es einen Eulerschen Weg,
der die beiden Punkte ungeraden Grades verbindet. Ist sie gleich null, so gibt
es einen Eulerschen Kreis. In dem Königsberger Graphen gibt es genau vier
Punkte, drei vom Grad 3 und einen vom Grad 5. Folglich ist die Zahl der
Punkte ungeraden Grades gleich 4. Es gibt also keinen Eulerschen Weg.

Ein ähnliches Problem ist als altes deutsches Kinderspiel bekannt.
Das Haus in Abbildung 3 aus 8 Strecken ist in einem Zug zu zeichnen,

wobei keine Strecke zweimal durchlaufen werden darf. Während des Zeich-
nens spricht man den Satz: ”Das ist das Haus des Nikolaus“. Zu jeder Strecke
gehört eine Silbe bzw. ein Wort. In dem Haus des Nikolaus gibt es einen Punkt
vom Grade 2, drei Punkte vom Grad 4 und zwei Punkte vom Grad 3. Letztere
können als Anfangs- bzw. Endpunkt eines Eulerweges gewählt werden.
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Abbildung 3: Nikolaus-Spiel als Graph

Wird diesem Bild eine weitere Strecke hinzugefügt (z.B. der untere Bo-
gen), so verwandeln sich die Punkte vom Grad 3 in solche vom Grad 4 und
es exixtiert kein Eulerweg mehr, das heisst, die Strecke kann nicht in einem
Zug gezeichnet werden.

Die Graphentheorie hat seit dem Erscheinen der Eulerschen Arbeit ei-
ne bemerkenswerte Entwicklung genommen. Ich verweise auf die Kirchhoff-
schen Regeln, die den Fluss des elektrischen Stroms durch verzweigte Leiter
betreffen. Weitere spektakuläre Anwendungen der Graphentheorie sind das
Vierfarbenproblem der Kartographie oder die Nutzung der Graphentheorie in
der Chemie, beispielsweise bei der Bestimmung der Polymere.

So wichtig die Eulersche Arbeit für die Entstehung der Graphentheorie
war, ihr Einfluss auf die Entwicklung der Mathematik ist nicht zu vergleichen
mit dem zweiten Beitag Eulers zur Analysis situs. Ich spreche von der Euler-
schen Polyederformel, die er am 14. November 1750 in einem Brief an Gold-
berg mitgeteilt hat und für die er 1751 einen Beweis gegeben hat [4]. Dieser
Beweis erschien in den Sitzungsberichten der Petersburger Akademie. Der
Beweis war allerdings nicht ganz korrekt, da es ihm an einer Präzisierung des
Polyederbegriffs mangelte. Der Eulersche Polyedersatz hat, vielleicht sogar
durch die Unvollständigkeit des Beweises, zu Verschärfungen der Methodik
und zu Verallgemeinerungen geführt, die die Entwicklung der kombinatori-
schen und später der algebraischen Topologie bis in die Gegenwart angeregt

2 An dieser Stelle wird die von L. Budach während des Vortrags gezeichnete und diskutierte
Skizze wiedergegeben
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haben.
Die Eulersche Polyederformel setzt die Zahl v der Eckpunkte, die Zahl e

der Kanten und die Zahl f der Flächen eines Polyeders in Beziehung:

v − e + f = 2.

Zur Erläuterung betrachten wir die Platonischen Körper (siehe Abbildung 4).

Abbildung 4: Die Platonischen Körper
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Für diese Körper ergibt sich die folgende Tabelle:

Polyeder v e f v − e + f

Tetraeder 4 6 4 2
Würfel 8 12 6 2
Oktaeder 6 12 8 2
Dodekaeder 20 30 12 2
Ikosaeder 12 30 20 2

Die alternierende Summe χ = v − e + f wird heute als Eulersche Cha-
rakteristik bezeichnet.

Der ursprüngliche Eulersche Polyedersatz kann etwa wie folgt präzisiert
werden:

Sei die Kugeloberfläche durch ein Kurvennetz derart zerlegt, dass f

Flächenstücke, e Kurvenstücke und v Eckpunkte entstehen. Dann ist

v − e + f = 2.

Der ursprüngliche Eulersche Beweis verläuft etwa folgendermaßen:
Das Kurvennetz kann stets schrittweise dadurch konstruiert werden, dass

man, in einem Punkt beginnend, die folgenden Operationen ausführt:

(A) Ansetzen eines neuen Kurvenstücks mit neuem Eckpunkt an eine schon
vorhandene Ecke.

(V) Verbinden zweier Ecken durch ein Kurvenstück, das an keiner weiteren
Stelle das schon vorhandene Kurvennetz berührt.

(U) Unterteilung eines Kurvenstücks durch eine neue Ecke.

Als Beispiel betrachten wir das Kurvennetz, das zu dem Tetraeder gehört (Ab-
bildung 5):
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Abbildung 5: Kurvennetz des Tetraeders

Eine Konstruktion dieses Kurvennetzes kann der folgenden Tabelle ent-
nommen werden:

1 Startpunkt S
2 A das Kurvenstück SR

3 A das Kurvenstück RQ

4 V das Kurvenstück SQ

5 V das Kurvenstück RQ

6 U der Punkt P

7 V das Kurvenstück PS

Nach Einfügen des Startpunktes ist v = 1, f = 1 und e = 0, d.h. χ = 2.
Bei der Operation (A) erhöhen sich e und v um 1, f bleibt unverändert.

Folglich ändert sich die Eulersche Charakteristik nicht.
Gleiches gilt für die Operation (U).
Bei (V) bleibt v konstant, während sich e und f beide um 1 erhöhen. Also

ändert sich auch hier die Eulersche Charakteristik nicht.
Dass der Eulersche Polyedersatz nicht für beliebige Polyeder gilt, kann an

den folgenden zwei Beispielen erläutert werden (siehe Abbildungen 6 und 7):
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Abbildung 6: Torus (Fläche vom Geschlecht 1)

Knoten: oben 8, unten 8: 16
Kanten: oben 4 + 4 + 4 = 12, unten 12, senkrecht 4 + 4 = 8: 32
Flächen: oben 4, unten 4, senkrecht 4 + 4 = 8: 16
v − e + f = 16− 32 + 16 = 0

Abbildung 7: Fläche vom Geschlecht 2

Knoten: oben 3 x 4 = 12, unten 12 : 24
Kanten: oben 4 + 2 x 4 + 6 = 18, unten 18, senkrecht 4 + 2 x 4 = 12: 48
Flächen: oben 5, unten 5, senkrecht 4 + 2 x 4 = 12: 22
v − e + f = 24− 48 + 22 = −2

W. van Dyck zeigte 1888 [5], dass für Flächen vom Geschlecht g, d.h. für
Flächen, die zu einer Kugel mit g Henkeln homöomorph sind, folgendes gilt:
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χ = 2− 2g,

wobei χ die Eulersche Charakteristik und g das Geschlecht der Fläche be-
zeichnen. Homöomorphismen sind bijektive Abbildungen, die in beiden Rich-
tungen stetig sind. Der Laie kann sich einen Homöomorphismus dadurch ver-
anschaulichen, dass er Formen eines Kaugummis, die durch Deformationen
ohne Zerreissen ineinander überführt werden können, als homöomorph be-
trachtet. So ist beispielsweise ein Tisch zu einem Wasserglas oder zu einer
Kugel homöomorph.

Der Eulersche Polyedersatz lässt also vielfältige Varianten und Verallge-
meinerungen zu (insbesondere, was die Dimension des Polyeders betrifft),
deren Auffinden und deren Bearbeitung ein reichhaltiges Übungsfeld für die
Mathematiker des 18. und 19. Jahrhunderts geboten hat. Legendre, Cauchy,
..., Jordan, sie alle beschäftigten sich mit dem Eulerschen Satz. Listing, ein
Schüler von Gauß, der nach einer Verallgemeinerung auf n Dimensionen
suchte, prägte die Bezeichnung ”Topologie“ (später kombinatorische oder al-
gebraische Topologie) für die neu entstandene mathematische Disziplin, die
aus der Beschäftigung mit dem Eulerschen Satz hervorging und die ursprüng-
lich unter der Bezeichnung ”Analysis situs“ bekannt geworden war (in den
englisch- und französischsprachigen Ländern war diese Bezeichnung noch
bis ins erste Drittel des zwanzigsten Jahrhunderts gebräuchlich).

Mit H. Poincaré bekam die kombinatorische und später die algebraische
Topologie in den Jahren 1892 - 1904 ihre eigentliche Fundierung, die das
Gesicht dieser Disziplin bis in die Gegenwart prägt. Poincaré führte die De-
finition der Homologie von Zyklen und damit die Bettischen Zahlen durch
Inzidenzzahlen und Berandungsrelationen ein. Der von ihm entwickelte Ap-
parat ist z.T. sehr schwer zu verstehen und auch nicht immer korrekt. Gele-
gentlich musste Poincaré inkorrekte Resultate einer vorangegangenen Arbeit
in einer Nachfolgenote korrigieren. Seine fundamentalen Ideen erfuhren erst
die richtige Würdigung nach der 1926 erfolgten Einführung der Homologie-
gruppen durch Emmy Noether ([6], S. 9), die von N. Bourbaki mit Recht als

”Mutter der modernen Algebra“ bezeichnet wird.
Unter einem n-dimensionalen orientierten Simplex s versteht man ein

durch eine affin unabhängige Folge a0, a1, . . . , an bestimmtes konvexes Teil-
stück des n-dimensionalen Euklidischen Raumes:

s := {λ0a0 + . . . + λnan | 0 ≤ λi, λ0 + . . . + λn = 1}.
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Jede konvexe Hülle von k + 1 Eckpunkten b0, . . . , bk ∈ {a0, . . . , an}
wird als k-dimensionale Seite von s bezeichnet. s wird durch (a0, . . . , an)
bezeichnet. Ein Polyeder erhält man, indem man Simplexe miteinander längs
ihrer Seiten (und ihrer Unterseiten) verklebt.

Jede formale Linearkombination mit ganzzahligen Koeffizienten von n-
dimensionalen Simplexen bezeichnet man als n-dimensionale Kette. Identifi-
ziert man (a0, a1, . . . , an) mit (aπ(0), aπ(1), . . . , aπ(n)), wobei π eine gerade
Permutation ist, und mit −(aπ(0), aπ(1), . . . , aπ(n)), wenn π eine ungerade
Permutation ist, so kann man sich auf positive Koeffizienten beschränken.
Die formale alternierende Summe

δs :=
n∑

i=0

(−1)i(a0, . . . , âi, . . . , an)

wird als Rand von s bezeichnet. (Dabei bedeutet (a0, . . . , âi, . . . , an) dass der
Eckpunkt ai weggelassen wird.) Ersetzt man die Addition durch die Vereini-
gung so beschreibt δs in der Tat den anschaulichen Rand von s. Beispielswei-
se ist für n = 2
δ(a0, a1, a2) = (a1, a2)−(a0, a2)+(a0, a1) = (a1, a2)+(a2, a0)+(a0, a1) :
Der Rand eines orientierten Dreiecks ist sein orientierter mengentheoretischer
Rand.

Die Menge aller n-dimensionalen Ketten bildet eine abelsche Gruppe Cn,
die Ränder von (n + 1)- dimensionalen Ketten bilden eine Untergruppe Bn

von Cn. Da, wie man leicht zeigt, δ◦δ = 0 ist, gilt Bn = Im δn+1 ⊆ Ker δn.
Der Kern Ker δn in der Gruppe der n-dimensionalen Ketten wird als Grup-
pe Zn der n-dimensionalen Zyklen bezeichnet. Es gilt also Bn ⊆ Zn und
die Faktorgruppe Hn = Zn/Bn bezeichnete E. Noether als n-dimensionale
Homologiegruppe des Polyeders. Ihr Rang konnte als n-te Bettische Zahl bn

nachgewiesen werden.
Bereits Poincaré hatte gezeigt, dass die Euler-Charakteristik gleich der

alternierenden Summe der Bettizahlen ist:

χ =
∞∑

n=0

(−1)nbn

(Gleichheit von Euler- und Poincaré-Charakteristik)
J.W. Alexander zeigte 1915 [7], dass die Bettizahlen topologische Invari-

anten sind. Damit war der Nachweis der topologischen Invarianz der Euler-
Charakteristik erbracht.
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Unter dem Einfluss von E. Noether gelang Heinz Hopf im Jahr 1928 [8]
ein außerordentlich eleganter und durchsichtiger Beweis der Gleichheit von
Euler- und Poincaré-Charakteristik:
Wegen des Noetherschen Homomorphiesatzes ist
Bn−1 = Im δn =̃ Cn/Ker δn = Cn/Zn.

Daraus folgt für die Ränge der Gruppen:
rk Bn−1 = rk Cn − rk Zn.

Aus Hn = Zn/Bn ergibt sich bn = rk Hn = rk Zn − rk Bn.

Damit ist

rk Cn = rk Bn−1 + rk Zn

= rk Bn−1 + rk Hn + rk Bn

= bn + rkBn−1 + rk Bn

und daraus folgt

χ =
∞∑

n=0

(−1)nrk Cn =
∞∑

n=0

(−1)nbn.

Die Untersuchung der Eulerschen Charakteristik hat für die Entwicklung
der algebraischen Topologie bis in die Gegenwart immer neue Impulse ge-
geben. Ein Beispiel ganz anderer Art ist die Untersuchung von Tangential-
feldern auf Mannigfaltigkeiten. Man kann einer isolierten Singularität eines
Tangentialvektorfeldes einer orientierbaren differenzierbaren Mannigfaltig-
keit einen Index zuordnen. Ein Ergebnis von Brouwer, Lefschetz, Hopf be-
sagt, dass die Summe der Indizes aller Singularitäten eines Tangentialvektor-
feldes gleich der Eulerschen Charakteristik der Mannigfaltigkeit ist. Es exi-
stiert stets ein Vektorfeld mit (höchstens) einer Singularität, die einen Index
hat, der mit der Euler-Charakteristik übereinstimmt.
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5. Dyck, Walther, Beiträge zur Analysis situs. I. Aufsatz. Ein- und zweidi-
mensionale Mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 32 (1888), S. 457 - 512

6. Alexandrov, P.S.: In Memory of Emmy Noether. In: Emmy Noether; Ge-
sammelte Abhandlungen, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York-
Tokyo, 1983, S. 1 - 11

7. Alexander, J.W.: A proof of the invariance of certain constants of analysis
situs. Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1915), S. 148 -154

8. Hopf, Heinz: Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaré-schen Formel.
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