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Heinz Kautzleben  


Vorbemerkung zur Veröffentlichung im Namen der Organisatoren  


 
Wissenschaft ist das, was Wissenschaftler betreiben. Für Gelehrtengesellschaften wie die Leibniz-
Sozietät ist deshalb einer der effektivsten Wege, um die sie interessierenden Wissenschaften zu för-
dern, dass sie Vortragsveranstaltungen aus Anlass von Jubiläen ihrer Mitglieder organisiert. Erik W. 
Grafarend, national und international hochangesehener Vertreter der wissenschaftlichen Geodäsie, 
wurde 2004 zum Mitglied der Leibniz-Sozietät gewählt. Er hatte bereits seit Beginn der 1970er Jahre 
auch mit Mitgliedern dieser traditionsreichen Gelehrtengesellschaft bei der länderübergreifenden 
Förderung seines wissenschaftlichen Arbeits- und Interessengebietes zusammengearbeitet. Die Geo-
däsie gehört zu den Gebieten, die durch die Gelehrtengesellschaft schon seit deren Gründung 1700 
in Berlin und wieder sehr stark in der Gegenwart vertreten werden. Der Einladung durch die Leibniz-
Sozietät, am Kolloquium mit dem Thema „Geodäsie-Mathematik-Physik-Geophysik“ mitzuwirken, 
waren nicht nur die Geodäten unter den Mitgliedern der Leibniz-Sozietät gefolgt, sondern weiter in 
großer Zahl Mitstreiter von Erik Grafarend, mit denen er viele Jahre lang zusammengearbeitet hat: 
aus den Universitäten Bonn, München, Stuttgart, Köln, Graz, Stockholm und Milano sowie im Rah-
men der Deutschen Geodätischen Kommission, der International Association of Geodesy und der 
Alexander von Humboldt-Stiftung. Alle diese Organisationen haben zum Kolloquium Grußadressen 
übermittelt ebenso wie die beiden nationalen Akademien der Wissenschaften von Finnland und Un-
garn, die Erik Grafarend zu ihrem Ehrenmitglied gewählt haben. 
 
Im vorliegenden Band des open access online journal der Leibniz-Sozietät werden die Manuskripte 
der Vorträge zum Kolloquium veröffentlicht, die durch ihre Autoren bis zum 28.05.2015 ausformu-
liert den Herausgebern übergeben wurden. Ihnen sei auch an dieser Stelle herzlich gedankt. 
 
Die vollständige elektronische Dokumentation des Kolloquiums kann auf der Website der Leibniz-
Sozietät unter der URL http://leibnizsozietaet.de/kolloquium-der-leibniz-sozietaet-am-13-02-2015-
zum-thema-geodaesie-mathematik-physik-geophysik-kurzbericht/ eingesehen werden. 
 
 
 
Adresse des Verfassers: kautzleben@t-online.de 



http://leibnizsozietaet.de/kolloquium-der-leibniz-sozietaet-am-13-02-2015-zum-thema-geodaesie-mathematik-physik-geophysik-kurzbericht/

http://leibnizsozietaet.de/kolloquium-der-leibniz-sozietaet-am-13-02-2015-zum-thema-geodaesie-mathematik-physik-geophysik-kurzbericht/
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Günter Kröber 


Strukturbildung durch Palindromisierung 


(Vortrag im Plenum der Leibniz-Sozietät am 9. Oktober 2008) 
 
Sehr geehrter Herr Präsident, meine Damen und Herren,  
liebe Kolleginnen und Kollegen, 
 
es ist mir eine Ehre, dem Plenum der Mitglieder Leibniz-Sozietät darüber berichten zu dürfen, auf 
welche Kuriositäten sich meine Interessen in den letzten Jahren konzentriert haben. Diejenigen von 
Ihnen, die noch aus der Akademie der Wissenschaften der DDR kommen, kennen mich als den, der 
aus dem Institut mit dem langen Namen kommt: Theorie, Geschichte und Organisation der Wissen-
schaft. Nach der Abwicklung dieses Instituts – wie auch der gesamten Akademie – im Prozess der 
deutschen Wiedervereinigung waren die Bedingungen für die Weiterführung der Arbeiten auf die-
sem Gebiet – weder die finanziellen, noch die materiell-technischen und personellen – nicht mehr 
gegeben. Mit dem Abstieg in die Arbeitslosigkeit und den verordneten vorzeitigen Ruhestand 
mochte ich mich jedoch, wie viele andere meiner Institutskolleginnen und -kollegen, nicht damit 
abfinden, auch aus der wissenschaftlichen Arbeit überhaupt aussteigen zu sollen. Ich kehrte damals 
zu meiner Jugendliebe zurück, zur Mathematik, mit der ich in den frühen 50er Jahren mein Studium 
in Jena begonnen hatte.  


Der Gegenstand, der mich bereits gegen Ende der 80er Jahre zu faszinieren begann, war die we-
nige Jahre zuvor von Benoit Mandelbrot entdeckte und heute nach ihm benannte mathematische 
Struktur, die auch unter dem bürgerlichen Namen „Apfelmännchen“ bekannt ist. Mit einem für da-
malige Verhältnisse fortgeschrittenen Computer der 386er Klasse durchforstete ich das Innere der 
Mandelbrot-Menge. Daraus entstand das zweibändige „Märchen vom Apfelmännchen“, das im Jah-
re 2000 bei Rowohlt erschien, und in dem die abenteuerliche Reise des Computers Alex durch das 
malumitische Universum, eben das Innere der Mandelbrot-Menge, beschrieben ist. Die Märchen-
form war das eine; das andere war, dass sie mir Gelegenheit bot, einige Besonderheiten der in dieser 
Menge vorkommenden Strukturen zu beschreiben, denen bis dato noch kein allgemeines Interesse 
gegolten hatte, wie z. B. die Fibonacci-Anordnung der am inneren Rand der Menge aufsitzenden 
Mini-Apfelmännchen, oder die Primzahlabhängigkeit ihres Entstehungsprozesses. 


Der zweite Gegenstand, der mein Interesse fesselte, waren die Palindrome, die Zahlenpalin-
drome. Geweckt worden war dieses Interesse durch einen kleinen Artikel in der Zeitschrift „Bild 
der Wissenschaft“ über das merkwürdige Verhalten der natürlichen Zahl 196, welches sich zeigt, 
wenn man sie umkehrt, sie zu ihrer Umkehrung addiert und diese Operation immer in der gleichen 
Weise weiter führt.1 Was es damit auf sich hat, davon wird im Einzelnen noch zu reden sein. Aus 
dem Nachdenken über Palindrome hat sich mir im Laufe der Jahre ein ganz neues Gebiet erschlos-


                                                 
1  Vgl.: Hemme, Heinrich: Palindrome. In: Bild der Wissenschaft. Juni1 1990. S. 131. 
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sen, die Palindromik. Ich freue mich, ihnen heute einiges von dem vortragen zu dürfen, was ich 
dabei gefunden habe, und Ihnen zugleich einige Fragen vorstellen zu können, die sich bei dieser 
Gelegenheit ergeben. 


Der Schwerpunkt meiner Ausführungen wird auf der Beschreibung der bei Palindromisierung 
entstehenden Strukturtypen liegen. Aber bis dahin lassen sie mich als Einstieg die Frage wählen, wo 
überall es Palindrome gibt. 


1. Wo überall es Palindrome gibt. 


Palindrome werden gemeinhin als ein sprachliches Phänomen angesehen. Ein sprachliches Palin-
drom ist ein Wort oder ein ganzer Satz, die, wenn man sie statt von links nach rechts von rechts 
nach links liest, gleich lauten oder zumindest eine Bedeutung behalten. Abb. 1 zeigt einige Beispie-
le solcher Palindrome. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Abb. 1 
 
Palindromisch angeordnet können jedoch auch die Elemente anderer Strukturen sein, wie z. B. die 
Noten in der Partitur eines Musikstückes. In Abb. 2 ist als Beispiel die Partitur eines Krebskanons 


RENTNER 
 


Reliefpfeiler                    Lagerregal 
 


Ein Neger mit Gazelle zagt im Regen nie 
 


O Genie der Herr ehre dein Ego 
 


Ein Esel lese nie 
 


Madam I’m Adam 
 


Able was I ere I saw Elba 
 


A man a plan a canal – Panama 
 


NATO      OTAN 
 


S A T O R 
A R E P O 
T E N E T 
O P E R A 
R O T A S 


 
Leg in eine so helle Hose nie‘n Igel 


 
Die liebe Tote! Beileid 
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aus dem “Musikalischen Opfer“ von Johann Sebastian Bach wiedergegeben. 


Abb. 2 
 
Auch in der Malerei und Grafik sind Palindrome zu Hause. Ich erinnere z. B. an diejenigen Grafi-
ken von Maurits Escher, die er mit „Symmetrie“ überschrieben hat und von denen Abb. 3 eine 
zeigt. 


Abb. 3 
 
Wesentlich interessanter als solche künstlichen Gebilde sind aber Palindromstrukturen, die der Na-
tur eigen sind. Ich denke hier vor allem an die DNS, die das Vererbungsgeschehen in Organismen 
regelt. Sie enthält – neben anderen, von denen noch zu reden sein wird – auch palindromisch struk-
turierte Abschnitte, in denen die vier Basen Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G) und Thymin (T) 
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spiegelsymmetrisch angeordnet sind, wodurch Palindromstrukturen möglich werden. Solche Berei-
che dienen als Erkennungsstellen für bestimmte Enzyme, welche den betreffenden DNS-Strang in 
eben diesem Palindrombereich spalten. Abb. 4 zeigt einige Beispiele solcher Palindromstrukturen 
und die Restriktionsschnittstellen für verschiedene Enzyme und Herkunftsorganismen. 
 


Abb.4  
 
Im Folgenden soll jedoch nicht von Palindromen allgemein, sondern von Zahlenpalindromen die 
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Rede sein. 


2. Anzahl und Dichteverteilung der Palindrome auf der Zahlengeraden 


Ein Zahlenpalindrom ist eine endliche Sequenz ganzer Zahlen, die symmetrisch aufgebaut ist und 
sich nicht ändert, wenn sie in umgekehrter Reihenfolge geschrieben wird. Palindrome sind also z. 
B. die natürlichen Zahlen 121 oder 123454321. Allgemein gesagt ist ein Zahlenpalindrom eine Se-
quenz ganzer positiver Zahlen α = {α(0), α(1), α(2), ... , α(n)} zu einer Basis b und der Länge (n + 
1), in der α(i) = α(n – i) für 0 Ρ i Ρ n ist. 


Man kann nun fragen, wieviel solcher Zahlenpalindrome es eigentlich gibt und wie dicht sie auf 
den Zahlengeraden liegen. Ich will diese Frage nur kurz streifen, um Ihnen zu zeigen, welche 
Merkwürdigkeiten auftreten, sobald man sich der Antworten versichert. 


Wir fragen zunächst nach der Anzahl P(bn) der n-stelligen Palindrome zur Basis b. Sie beträgt, 
wenn n eine ungerade Zahl ist: 
 


P(bn) = b(n – 1)/2x(b – 1), 
 
wie sich leicht nachprüfen lässt. Beim Übergang der Stellenzahl n zu (n +1) bleibt die Anzahl der 
Palindrome gleich. Addiert man die einzelnen Werte bis zu den  n-stelligen Zahlen, so erhält man z. 
B. für die natürlichen Zahlen zur Basis b die folgenden Werte, die bis n = 13 in Tabelle 1 zusam-
mengestellt sind. 
 
b = 10 9 99 189 1089 1989 10989 19289 109289 19389 109389 19489 109489
 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12 n = 13 
Tabelle 1 
 
In dieser Tabelle fällt auf, dass ab n = 5 die Zahlen die Gestalt 
 


10 9r 89     für ungerade n 
           und                                          1 9r 89    für gerade n haben. 
 
Fragt man nach der prozentualen Dichteverteilung der Palindrome in dem gesamten Abschnitt bis 
zu Zahlen der Stellenanzahl n, also nach 
 


〈= ⊂P(bn,n+1)x100/⊂N(bn), 
 
wobei ⊂N(bn) die Anzahl der Zahlen überhaupt bis zu n ist, so erhält man für die natürlichen Zahlen 
die folgende Tabelle 2: 
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n                        〈(bn)% 
2 10 
3 10 
4 1,89 89 ... 
5 1,089 089 ... 
6 0,19890 19890 ... 
7 0,109890 109890 ... 
8 0,0 1998900 1998900 ... 
9 0,0 10998900 10998900 


10 0,00 199989000 199989000 ... 
11 0.00 1099989000 1099989000 ... 
12 0,000 19999890000 19999890000 ... 
13 0,000 109999890000 109999890000 ... 


Tabelle 2 
 
Man sieht sofort, dass die einzelnen Werte für 〈(bn)%, beginnend mit n = 4, periodische Dezimal-
brüche sind. Die Perioden haben eine überaus übersichtliche Struktur. Sie zeigen die Gestalt 
 


10 9r 89 0r      für ungerade n 
           und                                       1 9r 89 0r     für gerade n, 
bei r = 0, 1. 2. ... . 
 
Beachten sie bitte, dass die Struktur der Perioden der Dezimalbrüche die gleiche ist wie die der An-
zahl der Palindrome im gesamten Abschnitt bis zu den n-stelligen inclusive. Das spricht für eine 
besondere Rolle, welche die Sequenz 10 9r 89 0r in der Palindromik spielt. Setzt man in ihr r = 0 
und wählt ein beliebiges a < b, dann nimmt diese Sequenz die Gestalt 
 


a( a - 1)( b – a - 1)(b – a) 
 
an. Auf diese vierstellige Sequenz trifft man in der Palindromik immer wieder. Um das zu verdeut-
lichen und zugleich den Übergang zum nächsten Abschnitt, in dem es um Palindromisierungspro-
zesse gehen wird, vorzubereiten, seien die Perioden der prozentualen Dichteverteilung zentriert un-
tereinander arrangiert. Man erhält folgendes Bild 
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                                                             1 89 
                                                             0 89 
                                                           19 89 0 
                                                        10 9 89 0 
                                                        1 99 89 00 
                                                      10 99 89 00 
                                                      1 999 89 000 
                                                    10 999 89 000 
                                                    1 9999 89 0000 
                                                  10 9999 89 0000 
                                                  1 99999 89 00000 
                                                10 99999 89 00000 
                                                1 999999 89 000000   usw. 
 
Betrachtet man nur gerade n, 
so erhält man :                                             und für die ungeraden n: 
 
           1 89                                                                 0 89 
        1 9 89 0                                                         10 9 89 0 
      1 99 89 00                                                     10 99 89 00 
    1 999 89 000                                                 10 999 89 000 
  1 9999 89 0000                                             10 9999 89 0000 
1 99999 89 00000 usw.                                 10 99999 89 00000   usw. 
 
Wir werden diesen Strukturen im Weiteren auf Schritt und Tritt begegnen. 


3. Palindromisierungsprozesse 


a) Palindromisierungsverhalten 
 
Ein Palindromisierungsprozess ist eine  Operation, bei der eine Zahl umgekehrt, also von rechts 
nach links geschrieben wird, und Ausgangs- und Umkehrzahl durch Addition oder Subtraktion mit-
einander verknüpft werden. Beispiel für den additiven Modus: 69 + 96 = 165. Mit dem Ergebnis 
wird sodann in der gleichen Weise verfahren: 165 + 561 = 726. Und in immer dergleichen Weise 
geht der Prozess weiter. 


Es ist nun keineswegs so, dass dabei jede Zahl ihre eigenen Wege geht, also ein ganz individuel-
les Verhalten zeigt. Vielmehr kann man beobachten, dass manche Zahlen in ihren Ergebnissen 
gleichsam aufeinander zugehen und, nachdem sie sich getroffen haben, den weiteren Weg gemein-
sam gehen. Das einfachste Beispiel eines solchen gleichen Palindromisierungsverhaltens ist das 
folgende: 
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                                                            20            40            80             97 
                                                                ⏐              ⏐             ⏐              ⏐                                                           


10   …     11   … 22   …       44   …       88   …      176  … 
                                                                                                              ÷        
                                                                                                              79      
                                                                                  
Wir sagen deshalb: Alle diese Zahlen zeigen das gleiche Palindromisierungsverhalten. Dieser Be-
griff des Palindromisierungsverhaltens ist eng verbunden mit dem der palindromischen Ordnung 
einer Zahl. 
 
b) Palindromische Ordnungen 
 
Damit hat es folgende Bewandtnis. Im Palindromisierungsprozess einer Zahl kann es vorkommen, 
dass im Ergebnis auch einmal ein Palindrom erscheint. Die Anzahl der Schritte, die benötigt wer-
den, damit eine Zahl bei additiver Palindromisierung ein Palindrom hervorbringt, heißt die palin-
dromische Ordnung dieser Zahl. 


In dem soeben angeführten Beispiel gleichen Palindromisierungsverhaltens führen alle Zahlen 
außer der 97 schon nach dem ersten Schritt auf ein Palindrom; sie haben deshalb alle die pa-
lindromische Ordnung 1. Die Palindrome selbst haben die Ordnung Null. Die höchste palin-
dromische Ordnung unter den zweistelligen natürlichen Zahlen kommt der 89 und der 98 zu; sie 
beträgt 24. 


Eine viel diskutierte Frage ist, ob jede Zahl nach endlich vielen Schritten auf ein Palindrom 
führt. Diese Frage beschäftigt die Mathematiker etwa seit den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts. Es 
zeigt sich nämlich, dass z. B. die natürliche Zahl 196 auf kein Palindrom zu führen scheint, so viele 
Schritte man auch ausführt. Niemand konnte bisher beweisen, dass die 196 auf kein Palindrom füh-
ren kann, und niemand konnte auch beweisen, dass sie – und sei es drei Schritte vor der Unendlich-
keit – doch noch ein Palindrom zeugt. 


Ist man in einem Palindromisierungsprozess bei einem Palindrom angekommen, muß man bei 
ihm mitnichten stehenbleiben. Auch das Palindrom selbst kann ja wieder (additiv) palindromisiert 
werden. Vielleicht trifft man nach einer bestimmten Anzahl von Schritten auf ein weiteres Palin-
drom, und dann vielleicht auf noch eines usw. 


Die 96, die wir oben betrachtet haben, führt nach 4, 17 und 26 Schritten auf ein Palindrom, die 
94 nach 2 und nach 25 Schritten. 


Immer aber gibt es im Leben einer Zahl irgendwann ein letztes Palindrom, das sich wie die 196 
verhält, d. h. nach dem man auf  kein Palindrom mehr trifft. Ab diesem Palindrom geht die Zahl 
sozusagen den Weg in die palindromische Ungewissheit. Solche letzten Palindrome sind gewisser-
maßen Tore, jenseits derer die palindromische Ungewißheit herrscht. 


 Da es für die zweistelligen natürlichen Zahlen fünf Typen des Palindromisierungsverhaltens 
gibt, sind ihnen auch fünf solcher Torpalindrome gegeben: 
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Tore in die palindromische Ungewißheit 
         
1.                                                    678 736 545 637 876 
 
2.                                                    47 33 78 77 87 33 74 
 
3.                                                       88 132 000 231 88 
 
4.                                                               36 545 63 
 
5.                                                            4998 525 8994 
 
Damit komme ich zum nächsten Abschnitt, zum additiven Modus, und damit zu dem, was im Titel 
meines Vortrages angekündigt ist: Strukturbildung durch Palindromisierung. 


4. Der additive Modus 


Im additiven Modus ist als Verknüpfungsoperation von Zahl und Umkehrzahl nur die Addition zu-
gelassen. Die Strukturen, nach denen wir fragen, treten dann zutage, wenn wir die Ergebnisse zen-
triert untereinander anschreiben. Um sie besser sichtbar zu machen, ordnen wir den einzelnen Zif-
fern Farben zu: Die Null soll als schwarzer Pixel erscheinen, die Eins als weißer, die Zwei als roter 
usw. 


Die Frage ist, ob im additiven Modus Strukturbildung überhaupt möglich ist. Das Beispiel der 
196 lässt ja erwarten, dass bei additiver Palindromisierung kaum damit zu rechnen ist, dass sich 
irgendwelche geordneten, vielleicht auch irgendwie symmetrische Muster herausbilden, wenn wir 
die Ergebnisse zentriert untereinander anordnen. 


Tatsächlich bringt die 196 nur ein total chaotisches Pixelgemisch zustande, wie in Abb. 5 und 
dem vergrößerten Ausschnitt daraus zu sehen ist. Mehr noch: Jede andere natürliche Zahl endet bei 
additiver Palindromisierung ebenfalls im Chaos. 
 


Abb. 5 
 
Doch ist dies nicht die einzige allgemeingültige Aussage, die im additiven Modus möglich ist. 


Der Verlauf eines Palindromisierungsprozesses hängt ja nicht allein von der Startzahl und dem 
Modus ab, sondern auch von der Basis des Zahlensystems, in dem die Startzahl gegeben ist. Die 
natürlichen Zahlen sind solche zur Basis b = 10. Die binären Zahlen, die in der Computertechnik 
eine Rolle spielen, sind solche zur Basis b = 2, in der es nur die Null und die Eins gibt. 
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Es sind also drei Bedingungen nötig, um einen Palindromisierungsprozeß zu starten: Die Start-
zahl S0, die Basis b und der Modus m. Für die bildliche Darstellung eines solchen Prozesses benö-
tigt man noch eine andere Größe: die Zykluslänge Zl. Sie zeigt an, nach wieviel Schritten ein Er-
gebnis angeschrieben werden soll. Im Falle der 196 in Abb. 5 wurde jedes Ergebnis angeschrieben; 
die Zykluslänge ist dort also gleich Eins. Wir könnten auch sagen: Die Zykluslänge ist dort gleich 
der Moduslänge: Zl = ml. Wir hätten genau so gut auch nur jedes zweite oder jedes zehnte oder je-
des hundertste Ergebnis anschreiben können. Die Figur würde dadurch nur gestaucht und breiter 
werden.  


Die Frage ist, wie gesagt, ob im additiven Modus Strukturbildung überhaupt möglich ist oder ob 
wir es im Ergebnis von additiven Palindromisierungsprozessen nur mit Chaos zu tun haben, wie im 
Falle der natürlichen Zahlen. 


Es zeigt sich, dass dies ganz wesentlich von der Basis abhängt. Für eine bestimmte Art von Ba-
sen treten bei additiver Palindromisierung periodische Muster auf. Es sind dies Basen der Gestalt b 
= 2n, also die Potenzen von Zwei. 


Nehmen wir als Beispiel b = 4 und S0 = 1023; die Zykluslänge sei Zl = 1, d. h. wir schreiben je-
des Ergebnis an. Dann erhalten wir im 14. Schritt: 
 
S14:                                  10 34  23  05.  Und weiter: 
S15:                                  11 03  312 33 01         
S16:                                  22 03   131 33 12 
S17:                                  10 35   23  05 
S18:                                  11 03 3222 33 01 
S19:                                  22 03 2111 33 12 
S20:                                  10 35   23   06. 
 
Vergleicht man S14 und S20 miteinander, dann ist sichtbar, dass zu S14 lediglich eine Drei und eine 
Null hinzugekommen sind, während die 10 am Anfang und die 23 in der Mitte identisch reprodu-
ziert wurden. Das geht nun immer so weiter. Nach jeweils sechs Schritten kommen eine Drei und 
eine Null hinzu, während 10 und 23 identisch reproduziert werden. Wir drücken das so aus: Die 
Startzahl S0 = 1023 führt in Basis b = 4 in eine Periode der Länge l = 6, in der sie sich identisch und 
periodisch um e = 2 erweitert reproduziert. 


Ausgehend von diesem Beispiel lässt sich der allgemeine Satz beweisen: 
 
Für Basen der Gestalt b = 2n, wobei n = 1, 2, 3, ... ist,  
erzeugt die Startzahl S0 = 10 (b – 1)r (b – 2)(b – 1) 0r, in der r = 0, 1, 2, ... ist, 
eine Periode der Länge l = 2(n + 1), in der sie sich um e = 2 erweitert reproduziert.  
 
Und noch ein zweiter Satz gilt im additiven Modus: 
 
Für Basen der Gestalt b = 2n + m, wobei n = 1, 2, 3, ...,  und m = 0, 1, 2, ..., 2n – 1 sind, 
 hat die Sequenz a (a – 1)(b – a - 1)(b – a) die palindromische Ordnung p(S0) = n + 1.2 
 
Dieser zweite Satz, ist deshalb interessant, weil er besagt, dass die palindromische Ordnung der 
Sequenz a(a – 1)(b – a – 1)(b – a) zwischen jeweils zwei Potenzen von Zwei konstant ist (vgl. Ta-
belle 3). 
                                                 
2  Vgl.: Kröber, Karl Günter: Ein Esel lese nie. Mathematik der Palindrome. Rowohlt. Reinbek 200. S. 47 – 50. 
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b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
p 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5 
 
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 
Tabelle 3 
 
Man könnte dieses Phänomen, dass die palindromische Ordnung über mehrere Basen hinweg kon-
stant bleibt und dann auf den nächsthöheren Wert springt, vielleicht vergleichen mit den Energieni-
veaus der Elektronenschalen, die den Atomkern umgeben. Dort finden wir etwas Ähnliches. Die 
erste, dem Kern am nächsten gelegene Schale kann maximal 2 Elektronen aufnehmen, das nächste 
Energieniveau bis zu 8, d. h., das dritte, vierte usw. bis achte Elektron befinden sich auf demselben 
Energieniveau. In der n-ten Schale können sich maximal 2n2 Elektronen befinden. Ist eine Schale 
voll besetzt, erfolgt der Sprung in die nächsthöhere Schale. 


Soviel zum additiven Modus. 


5. Der subtraktive Modus 


Im subtraktiven Modus geht es ganz anders zu als im additiven. Während der additive Modus zum 
Chaos tendiert und nur für eine bestimmte Gruppe von Basen zu Perioden führt, nämlich nur für 
Basen der Gestalt b = 2n, führen im subtraktiven Modus alle Basen, außer denen der Gestalt b = 2n, 
auf Perioden. Auf welche Perioden, das kann man einem ganzen Periodensystem für die Sequenz 
a(a – 1)(b – a – 1)(b – a) entnehmen, das man auf Grund von vier Sätzen über das Verhalten dieser 
Sequenz im subtraktiven Modus aufstellen kann. Diese vier Sätze sind: 
 
1. Für geradzahlige Basen der Gestalt 


b = 2nxm, 
   wobei m eine ungerade Zahl ist, bringt die Startzahl S0 = a(a–1)(b–a–1)(b–a)   
   in (n – 1) Schritten das Palindrom 


b/2(b/2 – 1)2b/2 
   hervor, wobei a = m ist.3 
 
   Für b = 12 = 22x3 bringt also bei a = 3 die Startzahl S0 = 3289 in einem 
   Schritt das Palindrom 6556 hervor. 
 
2. Basen der Gestalt 


b = 2n Γ 1 
     erzeugen bei subtraktiver Palindromisierung der Startzahl S0 = 10(b–2)(b-1)  
    Eigenperioden der Länge  


lE = n.4 
 


    Eigenperioden sind solche, die für a = 1 zustande kommen. 


                                                 
3  Vgl.: Kröber, K. Günter: Palindrome, Perioden und Chaoten. Verlag Harri Deutsch. Thun – Frankfurt/M. 1997. S. 


205. 
4  Vgl.: Ebenda. S. 208. 
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    Ist z. B. b = 9 = 23 + 1, dann ist S0 = 1078, S1 = 7612, S2 = 5434 und S3 ist wieder gleich   
   1078. 
 
   Ist  hingegen b = 7 = 23 – 1, so wird S0 = 1056, S1 = 5412, S2 = 3234 und S3  wieder gleich     
   1056. 


 
3. Die Länge lE der Eigenperiode einer Primzahlbasis bprim ist  gleich ihrer  Gesamtlänge L (lE = 


L), wenn L selbst eine Primzahl ist.5 
 
     Unter der Gesamtlänge L einer Basis wird die Länge (b – 1)/2 verstanden. 
 
     Ist z. B. b = 11, dann ist L = 5, also ein Primzahl, so dass S0 = 109(10) eine Eigenperiode      
    der Länge lE = 5 erzeugt.  
 
4. Satz von der Wandlung der Eigenperioden von Primfaktoren in Teilperioden  ihres Pro-


dukts.6 
 
    Dieser Satz besagt, dass bei einer Basis b, deren Primfaktoren ai, ..., ak sind, die Eigenperi - 
    oden der Primfaktoren zugleich Teilperioden von b sind. 
 
    Ist z. B. b = 15, dann ist wegen 15 = 24 – 1 nach Satz 2 lE(15) = 4, während wegen 15 = 3x5   
   die Eigenperioden der Primfaktoren die Länge l(3) = l(2 + 1) = 1 und l(5) = l(22 + 1) = 2   
    haben. Die Summe der Längen  ergibt die Gesamtlänge L = 4 + 1 + 2 = 7. 
 
Die Perioden nun, zu denen man im subtraktiven Modus gelangt, sind immer derart, dass nach einer 
bestimmten Anzahl von Schritten immer die gleiche Sequenz erscheint, der Prozess also zu sich 
selbst zurück kehrt. Ich nenne solche Strukturen deshalb „Kreisläufer“. Ein Kreisläufer kann aus 
unifarbenen vertikalen Linien bestehen, aber auch ein mehr oder weniger komplexes Muster peri-
odisch reproduzieren. 


Abb. 6 zeigt je ein Beispiel dieser beiden Möglichkeiten.                                            
 


    Abb. 6a:  b = 6                                                    Abb. 6b: b = 29 
 
Über den subtraktiven Modus wäre noch vieles andere zu sagen. Ich will es bei dem Hinweis auf 
die vier Sätze und die Kreisläufer belassen und gehe zum kombinierten Modus über. 


                                                 
5 Vgl.: Ebenda. S. 218. 
6 Vgl.: Ebenda. S. 216. 
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6. Der kombinierte Modus. Strukturtypen. 
 
Bei allen interessanten Ergebnissen, die man im additiven und im subtraktiven Modus finden kann, 
ist es doch der kombinierte Modus, der das eigentlich Neuartige zutage fördert, welches die Struk-
turbildung durch Palindromisierung ausmacht. 


Im kombinierten Modus ist es immer eine ganz bestimmte Abfolge von Additionen und Subtrak-
tionen, nach der palindromisiert wird. Der Modus m = a1s2a3s3(9) z. B. soll bedeuten, dass die Aus-
gangszahl einmal zu ihrer Umkehrzahl addiert werden soll, sodann folgen nach entsprechenden 
Umkehrungen zwei Subtraktionen, dann wieder drei Additionen und schließlich drei Subtraktionen. 
Hinter der Folge von Additionen und Subtraktionen wird in Klammern die Moduslänge ml angege-
ben. 


Im kombinierten Modus begegnet man den unterschiedlichsten Strukturen, von extrem einfa-
chen, die nur aus unifarbenen vertikalen Linien bestehen, also Kreisläufern, bis zu wahren Exoten. 
Nach meinen bisherigen Untersuchungen glaube ich sagen zu können, dass es drei Strukturtypen 
sind, mit denen wir es in der Palindromik vorwiegend zu tun haben und die unser Interesse verdie-
nen. Es sind dies 1. Perioden, 2. Similaritäten und 3. Fraktale. Natürlich gibt es neben ihnen auch 
Chaos und die verschiedensten Mischtypen, auch Abstürze in die Null sind möglich, aber die 
Grundtypen dürften mit den genannten drei wohl erschöpft sein. 
 
6.1. Strukturtyp PER 
Strukturen des Typs Periode (PER) sind  durchgängig wie folgt aufgebaut (Abb. 7a - 7d): Im Zen-
trum befindet sich ein Kern {C}, der periodisch und identisch reproduziert wird. Er ist links und 
rechts umgeben von ein- oder mehrstelligen, sich in der Zeile wiederholenden Sequenzen [Rs] und 
[Rd], die ebenfalls periodisch und identisch reproduziert werden, deren Anzahl sich aber  von Peri-
ode zu Periode um einen bestimmten Betrag e erhöht; wir sprechen von einer um e erweiterten Re-
produktion der repetitiven Sequenzen, wie wir diesen Bestandteil des Typs PER nennen wollen. 
Die erweiterte Reproduktion der repetitiven Sequenzen bewirkt, dass die entstehenden Strukturen 
im Verlaufe des Prozesses immer breiter werden. 


Schließlich sind für den Typ PER noch sog. Origin- und Termination-Sequenzen, kurz: OT-
Sequenzen, kennzeichnend, die in der Regel als mehrzeilige Muster am Beginn der repetitiven Se-
quenzen stehen bzw. dieselben abschließen; sie bilden gleichsam eine Art Außenhaut, eine Schale, 
die das ganze Gebilde von seiner Außenwelt abgrenzt. 
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Strukturtyp PER 


(b = 15, m = s4a6s3a6s9(28), Zl = ml) 


Abb. 7a:   Gesamtansicht 


Abb. 7b: 16-stelliger Kern mit linken (0) und rechten (b – 1) repetitiven Sequenzen 


 Abb. 7c:   11- stellige O- Sequenzen                 Abb. 7d:   11- stellige T-Sequenzen 
 
Sie werden bemerkt haben, dass diese Terminologie sich an die in der Molekulargenetik bekannte 
anlehnt. Das ist keineswegs zufällig, denn hier wie da haben wir es mit den gleichen Sachverhalten 
zu tun: Auf einem DNS – Strang  befindet sich im Zentrum ein genetisch aktiver Abschnitt, der von 
Zelle zu Zelle oder von Organismus zu Organismus identisch übertragen wird. Er ist umgeben von 
repetitiven Sequenzen, die niedrig-, mittel- oder hochrepetitiv sein können, und das alles wird durch 
spezielle Anfangs- und Endsequenzen begrenzt. 


Das ist natürlich eine rein strukturelle Ähnlichkeit, die nichts über eine etwaige funktionelle 
Ähnlichkeit aussagt. Dass es dabei aber nicht bleibt, darüber wird noch zu reden sein. 


Diese Grundstruktur des Typs PER - O[Rs]{C}[Rd]T – erscheint nun in vielen Varianten und 
Gestalten. Einige von ihnen sind die folgenden. 
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Abb. 8 zeigt ein einigermaßen komplex gestaltete Kernmuster in Basis b = 11.   Es ist links umge-
ben von Nullen und rechts von (b – 1) - Sequenzen . Zu sehen sind links und rechts die Außenhäute 
aus OT – Sequenzen. 


Abb. 8 
 
Eine schier unerschöpfliche Vielfalt an Kernmustern wird ergänzt durch eine nicht minder große 
Vielfalt repetitiver Sequenzen. Abb. 9 präsentiert z. B. mehrstellige vertikale repetitive Sequenzen. 
In Abb. 10 hingegen bilden sie ein horizontales Muster. 


Abb. 9                                                                         


Abb. 10 
Auch schräge repetitive Sequenzen sind möglich, wie Abb. 11 zeigt. Besonders interessant ist Abb. 
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12, die relativ großflächige Sechsecke als repetitive Sequenzen aufweist. 
 


Abb. 11 


Abb. 12 
 
Doch muss es nicht immer nur eine einzige Art repetitiver Sequenzen sein, die ein Kernmuster um-
gibt. Abb. 13 belegt, dass ein Kern sogar von drei verschiedenen Arten repetitiver Sequenzen einge-
schlossen sein kann. 


Abb. 13 
 
In der Regel treten die repetitiven Sequenzen links und rechts vom Kern in komplementärer Form 
auf. Das bedeutet, dass sie der Beziehung 
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a ¬ (b – a – 1) 


 
genügen. Wenn die eine Seite aus Nullen besteht, findet man auf der anderen Seite vom Kern nur (b 
– 1)- Sequenzen. Seltener sind Fälle, in denen der Kern von einem Kontinuum, bestehend aus nur 
einer einzigen Art repetitiver Sequenzen umgeben ist. Abb. 14 zeigt einen solchen Fall, in dem ein 
Kern in einem Kontinuum existiert, das nur aus Nullen besteht. 
 


Abb. 14 
 
Die Kerne selbst reproduzieren sich in der Regel periodisch und identisch in vertikaler Richtung, 
also gewissermaßen in der Zeit. Doch sind auch Fälle bekannt, in denen sie das Feld der repetitiven 
Sequenzen schräg durchlaufen, was einer raum-zeitlichen Reproduktion entspräche. Abb. 15 prä-
sentiert zwei solcher schrägen Kerne, zwischen denen sich ein Nullkontinuum ausbreitet, während 
links und rechts von ihnen sich Sequenzen befinden, die komplementär zueinander sind. 


Ein Sonderfall des Typs PER besteht darin, dass ein Kern überhaupt nicht sichtbar ist und die 
OT-Sequenzen entweder ein Null- oder ein (b – 1)- Kontinuum umschließen. Den Fall des Nullkon-
tinuums zeigt Abb. 16. 
 
                                                                                                       


Abb. 15 
 
 
 







Günter Kröber Leibniz Online, 5/2009  
Strukturbildung durch Palindromisierung 


 
18 


 


 
 
 
 


 


Abb. 16 
 
Ein interessantes Phänomen sind auch die Gitterstrukturen. Abb. 17 zeigt eine mit großflächiger 
Struktur, Abb. 18a eine mehr netzartige mit feinmaschiger Struktur.                            
                               


Abb. 17 


Abb. 18a                                                                     Abb. 18b 
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Solch eine Struktur wie in Abb. 17 erinnert an ein Kristallgitter, in dem die Moleküle wohlgeordnet 
sind. Und Abb. 18a könnte vielleicht gar als Illustration eines Bose – Einstein – Kondensats dienen, 
in welchem, wie Wolfgang Ketterle einst in einem SPIEGEL – Interview sagte, die Atome nicht 
mehr wild durcheinander schwirren, wie sie das normalerweise tun, sondern „plötzlich alle im 
Gleichschritt (marschieren) wie eine Armee.“7 Wenn man Abb. 18a bis auf Pixelebene vergrößert, 
so meint man wirklich, eine im Gleichschritt daher kommende Armee von Pixeln zu sehen (Abb. 
18b). 


Auch die Welt der Nanostrukturen ermöglicht Vergleiche mit Strukturen vom Typ PER, die in 
Palindromisierungsprozessen entstehen. Hierfür zwei Beispiele 


Abb. 19 zeigt oben Germanium-Nanoinseln auf einer Silizium – Oberfläche,8 und im unteren 
Teil links eine Gitterstruktur zur Basis b = 7 und rechts eine zur Basis b = 32. 


 


Abb. 19 
 
Und hier noch ein experimentelles Bild der Selbstorganisation von nanogroßen, molekularen Kom-
ponenten auf einer Kupferoberfläche.9 Und darunter eine in Basis b = 5 entstehende Struktur (Abb. 
20).  
                                                 
7  Vgl.: Atome im Gleichschritt. In: DER SPIEGEL, 42/2001, S. 288. 
8  Vgl.: Schmidt, Oliver G.: Per Selbstorganisation zu Nanochips? In: Spektrum der Wissenschaft. April 04/2002. S. 9 
9  Vgl.: GIT Labor Fachzeitschrift. 12/2007. S. 975. 







Günter Kröber Leibniz Online, 5/2009  
Strukturbildung durch Palindromisierung 


 
20 


 


 


 


 
Abb. 20              


 
Schließlich noch ein Beispiel aus der organischen Welt. Abb. 21a zeigt die Anordnung von Prote-
inmolekülen im Abwehrorganell des Pantoffeltierchens, eine sogenannte Boltzmannsche Ordnung,10 
und Abb. 21b eine Struktur vom Typ PER in Basis b = 2. 
 


        Abb. 21a                                                 Abb. 21b 
 
6. 2. Strukturtyp SIM 
 
Der zweite Grundtyp von Strukturen, die bei Palindromisierung entstehen, sind die von mir so ge-
nannten Similaritäten oder kurz: Typ SIM. Bei ihnen wird eine zentrale Figur, zumeist ein Dreieck 
– sie kann aber auch ein Rhombus, ein Viereck oder etwas anderes sein –, nicht in identischer Ge-


                                                 
10 Vgl.: Hausmann, K.: Katalog der Ausstellung „Natur und Form“. Berlin o. J. 
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stalt und in zeitlich gleichen Abständen reproduziert, wie beim Typ PER, sondern in wachsender 
Größe und in zeitlich größer werdenden Abständen, also mit einem bestimmten Skalierungsfaktor, 
der größer ist als 1. Zu beachten ist dabei, dass jedes Dreieck mit seiner Spitze auf der Mitte der 
Grundlinie des nächstfolgenden Dreiecks liegt. 


Auch dieser Typ tritt in den verschiedensten Ausgestaltungen auf. Die folgenden Abbildungen 
zeigen einige Repräsentanten, bei denen die zentrale Figur ein Dreieck (Abb. 22), ein Rhombus 
(Abb. 23), ein Rechteck (Abb. 24) oder ein Drachenviereck (Abb. 25) ist. 
 
                                   


Abb. 22 
   
                                  
 


Abb. 23 
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Abb. 24 
 
 
 
 
 


Abb.. 25 
 
Die zentrale Figur besteht in der Regel aus (b – 1)-Sequenzen; sie kann aber auch aus Nullen beste-
hen, wie Abb. 26 zeigt, oder aus Nullen und (b – 1)-Sequenzen (Abb. 27). 
 


Abb. 26                                                                        
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Abb. 27 
 
Im Strukturtyp SIM trifft man nun auf ein Phänomen, das allen Erwartungen zuwiderläuft. Bei den 
periodischen Strukturen und auch bei den Similaritäten, die wir bisher betrachtet haben, bewirkt 
eine Erhöhung der Zykluslänge auf ein Vielfaches der Moduslänge, dass die Figur lediglich ge-
staucht wird und zugleich in die Breite geht. 


Mit dieser Erwartung begegnet man zunächst auch denjenigen Similaritäten, bei denen das zen-
trale Dreieck auf jeder Figurenebene nicht mit der Spitze auf der Mitte der Grundlinie des nächst-
folgenden liegt, sondern des vorangehenden. Die Spitzen der Dreiecke sind bei dieser Variante von 
Similarität nicht nach unten gerichtet, sondern nach oben. Abb. 28a zeigt ein solches Gebilde. 
 


Abb. 28a 
                                 
Als mir diese Figur das erste mal entgegen sprang, hatte ich widersprechende Gefühle. Einerseits 
faszinierte mich die Eleganz dieser Konstruktion, andererseits  schien mir diese Schöne doch etwas 
zu schlank zu sein, um nicht zu sagen: zu dürr. Aber es gibt ja ein Mittel, solch eine Figur fülliger 
werden zu lassen: Man erhöht die Zykluslänge. 


Bei  doppelter oder vierfacher Moduslänge werden die Dreiecke in der Tat gestaucht, und die Fi-
gur wird etwas breiter. Aber schon bei achtfacher Moduslänge und noch klarer bei 16-facher pas-
siert etwas Unerwartetes: Die aufeinander folgenden Dreiecke verschwinden nämlich, und an statt 
ihrer erscheinen plötzlich ineinander geschachtelte und aufeinander folgende Scharen von Ellipsen, 
deren Form an elektrische oder magnetische Feldlinien erinnert: Abb. 28b. 
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Abb. 28b 
 
Auf der ersten Figurenebene befindet sich nur eine einzige Ellipse, auf der zweiten zwei, auf der 
dritten drei usw. 


Ich verstehe bis heute nicht, wie dieser Wechsel zustande kommt. Gewiss, man kann durch eine 
konforme Abbildung in der komplexen Zahlenebene Dreiecke zu Ellipsen werden lassen, aber was 
hat ein einfacher Palindromisierungsprozess, der nur durch Umkehrung, Addition und Subtraktion 
von Zahlen bewirkt wird, mit solch einer komplexen Abbildung zu tun? Und wer in dem Bild etwa 
elektromagnetische Felder sieht, der müsste zumindest sagen können, wieso die zentrale Achse der 
Figur als ein stromdurchflossener Leiter aufgefasst werden kann. 


Das Einzige, das ich dazu sagen kann ist, dass die neue Figur natürlich in der ursprünglichen be-
reits enthalten gewesen sein muss; sie war gleichsam in ihr verborgen und tritt erst bei entsprechen-
der Erhöhung der Zykluslänge zutage. Ich nehme diese Variante des Strukturtyps SIM deshalb ein-
fach zur Kenntnis und nenne sie eine „Verborgene Similarität“, eine „Hidden Similarity“, kurz: Typ 
HSIM. 


Es gibt noch andere Repräsentanten dieses Typs. Sie zeigen bei entsprechender Erhöhung der 
Zykluslänge nicht geschlossene Ellipsen, wie der soeben betrachtete, sondern offene, deren Schei-
telpunkte sich gegenüber stehen. Die Abbildungen 29a und 29b zeigen ein solches Gebilde. 


 


Abb. 29a 
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Abb. 29b 
 
Merkwürdig ist auch ein anderer Repräsentant des Typs HSIM, der in den Abbildungen 30a und 
30b zu sehen ist.  
 


 
Abb. 30a                                                            


 
Abb. 30b 
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Und um das Maß voll zu machen, sei schließlich noch jener Repräsentant erwähnt, der sich durch 
einen Skalierungsfaktor auszeichnet, der kleiner ist als Eins und gegen Null strebt: Abb. 31. 
 


Abb. 31 
 
 
 
 
 
 
6. 3. Strukturtyp SIER. 
 
Der dritte Grundtyp von Strukturen, die durch Palindromisierung entstehen, trägt den Namen Wa-
claw Sierpinksis, eines polnischen Mathematikers, der 1915 eine Kurve beschrieb, „deren jeder 
Punkt ein Verzweigungspunkt ist“.11 In seiner Arbeit stellte Sierpinski zwei Verfahren zur Kon-
struktion eines solchen mathematischen Monsters vor. 


Beim ersten geht man von einem bestimmten Streckenabschnitt aus, aus dem ein Stück heraus-
gelöst wurde, über dem ein gleichschenkeliges Trapez errichtet wird (Abb. 32a). Mit jedem der drei 
neuen Streckenabschnitte, die man jetzt erhält, verfährt man in der gleichen  


 
Abb. 32a 


Weise. Setzt man den Prozess hinreichend lange fort, entsteht ein durch und durch durchlöchertes, 
dreieckiges Gebilde. 


Das zweite Verfahren geht gleich von einem Dreieck aus. Man verbindet die Mittelpunkte der 


                                                 
11  Vgl.: Sierpinski, Waclaw: Sur une courbe dont tout point est un point du ramification. In: Œuvres choisies.Hrsg. von 


S. Hartmann u. a. Warschau 1974. Bd. II, S. 99 – 106. 
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drei Seiten miteinander und erhält so ein neues Dreieck, das aus dem ursprünglichen herausgelöst 
wird (Abb. 32b). Es verbleiben drei  kleinere Dreiecke, mit denen jetzt wieder in der gleichen Wei-
se verfahren wird: Mittelpunkte der Seiten verbinden, mittleres Dreieck herauslösen usw. 


 Abb. 32b 
 
Beide Verfahren führen zu ein und demselben Ergebnis, das sowohl Kurve als auch Fläche bzw. 
keines von beiden ist. Heute weiß man, dass wir es mit einem Fraktal zu tun haben, dessen fraktale 
Dimension d etwa d = 1,5849 ... ist. 


Man kann dieses Dreieck auch auf arithmetischem Wege erhalten, nämlich aus dem Pascalschen 
Zahlendreieck, wenn man alle in ihm vorkommenden Zahlen durch Zwei teilt und an die Stelle der 
Zahlen den Rest setzt, der bei der Teilung jeweils übrig bleibt, also Eins oder Null (die Nullen sind 
schwarz gefärbt): 
 
 


                      Pascalsches Dreieck                                               Sierpinski-Dreieck 
 


Das Erstaunliche ist nun, dass solche Sierpinski-Dreiecke auch in Palindromisierungsprozessen 
entstehen können. Sie sind so aufgebaut, dass eine mehr oder weniger komplex strukturierte Ele-
mentarzelle sich auf der jeweils folgenden Hierarchieebene zweimal identisch reproduziert. Abb. 
33a zeigt ein solches Gebilde in Basis b = 3; das Besondere an ihm ist, dass seine Elementarzelle 
nur die vierstellige Sequenz 1012, also a(a – 1)(b – a – 1)(b – a), ist, wie man in der Vergrößerung 
auf Pixelebene sehen kann (Abb. 33b): 
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Abb. 33a 


Abb. 33b       
               
Solche Strukturen vom Typ SIER, wie wir sie nennen wollen, können sich aber auch aus höchst 
komplexen und in sich chaotisch gestalteten Elementarzellen zusammensetzen, wie Abb. 34 be-
zeugt. 
                      


Abb. 34 
 
Auch müssen bei Repräsentanten des Typs SIER die Nulllöcher nicht unbedingt Dreiecke sein, wie 
Abb. 35 belegt. 
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Und schließlich möchte ich noch auf den Typ des Verallgemeinerten Sierpinski-Dreiecks aufmerk-
sam machen, den Abb. 36 zeigt. 
 


Abb. 35 
 


Abb. 36 
  
Entspricht solchen Strukturen etwas in der Natur oder in anderen Bereichen unserer Welt? 


 
                                                                      Eiffel - Turm 
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Benoit Mandelbrot behauptet, „dass (noch vor Koch, Peano und Sierpinski) dem von Gustav Eiffel 
in Paris gebautem Turm die Vorstellung von einer fraktalen Kurve voller Verzweigungspunkte in-
newohnt.“12 Gitterstrukturen vom Typ SIER spielen auch in diversen physikalischen Untersuchun-
gen eine Rolle. Z. B. ist Mandelbrot überzeugt, dass Gebilde von der Art eines Sierpinski-Dreiecks 
beim Studium der Perkolation durch Gitter benötigt werden.13 Auch stoßen solche Strukturen, wie 
ich der Literatur entnehme, bei der Untersuchung des Phänomens der Supraleitfähigkeit auf  bevor-
zugtes Interesse.14 


Schlägt man das wunderbare Buch von Hans Meinhardt „Wie Schnecken sich in Schale wer-
fen“15 auf, so findet man eine Fülle von Photoaufnahmen der Muster auf den Schalen vieler 
Schneckenarten (vgl. Abb. 37, oben). Herr Hartmut Linde hat ein solches Exemplar an dem Gestade 
des Roten Meeres gefunden; er hat es mir  freundlicherweise für heute zur Demonstration überlas-
sen (Abb. 37, Mitte). Abb. 37 zeigt unten schließlich zum Vergleich ein Verallgemeinertes Sier-
pinski. Die Dreiecke halten hier nicht mehr die strenge Sierpinski-Ordnung ein, sondern gruppieren 
sich mehr in einer freien Ordnung, ohne jedoch die Dreiecksstrukturen aufzugeben. 
 


                                                 
12  Vgl.: Mandelbrot, Benoit B.: Die fraktale Geometrie der Natur. Berlin 1987. S. 143. 
13  Vgl.: Ebenda. S. 138. 
14  Vgl, dazu die Literaturangaben in den Fußnoten 13 – 17 des Kapitels 13 meiner Arbeit „Ein Esel lese nie. Mathema-


tik der Palindrome“. Rowohlt, Reinbek 2003, S. 331 – 332. 
15  Meinhardt, Hans: Wie Schnecken sich in Schale werfen. Muster tropischer Meeresschnecken als dynamische Syste-


me. Springer. Berlin/Heidelberg 1997. 
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Abb. 37 
 
Noch einen Schritt weiter geht die folgende Struktur in Abb. 38. Auf den ersten Blick meint man 
wieder Dreiecke zu erkennen. Betrachtet man sie jedoch näher, so erkennt man, dass es in Zick - 
Zack – Linien verlaufende Stränge sind, die von den OT – Sequenzen ausgehen und eher an einen 
Dendriten oder ein pflanzliches Wurzelwerk, ein Rhizom, erinnern. Hartmut Linde machte mich 
darauf aufmerksam, dass eine solche Struktur in der Physikalischen Chemie als „Meniskusinstabili-
tät“ bekannt sei und man sie einfach erzeugen könne, wenn man zwei mit Butter dünn bestrichene 
Glasplättchen aufeinander legt und sie sodann wieder auseinander klappt. Auf Abb. 38, oben, ist das 
Ergebnis des Versuchs zu sehen, den ich dazu durchgeführt habe. 
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Abb. 38 
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7. Mischtypen und Kommentare 


Neben den drei Grundtypen gibt es eine schier unerschöpfliche Vielfalt von Mischtypen. Hier findet 
man alles, was an Kombinationen der drei Grundtypen möglich ist: Eine Similarität mit einer Peri-
ode im Zentrum; ein Sierpinski auf einer Periode; eine Similarität mit einem fraktalen Rand; eine 
alternierende Aufeinanderfolge von einfachen und verborgenen Similaritäten; ein Sierpinski, dessen 
Elementarzelle aus einer Periode besteht und alle möglichen anderen. 


Ich möchte hier nur einen einzigen Mischtyp vorstellen und verbinde das mit einer bestimmten 
Absicht. 


Als ich über den Typ PER sprach, hatte ich darauf aufmerksam gemacht, dass die Struktur seiner 
Repräsentanten mit der Struktur eines DNS-Stranges übereinstimmt: Kern, repetitive Sequenzen, 
OT-Sequenzen. Es bleibt jedoch nicht bei dieser bloßen strukturellen Übereinstimmung. Darauf 
deutet bereits hin, dass das Kernensemble in einem Repräsentanten des Typs PER genau so iden-
tisch übertragen wird, wie der genetisch aktive Abschnitt in der DNS. Mehr noch. Man kann im 
Experiment am Computer – oder auch mit Bleistift und Papier, wenn es beliebt – Situationen und 
Prozesse nachvollziehen, die man auch im molekulargenetischen Bereich antreffen kann.  


Zum Beispiel Mutationen.  
Sie können in zweierlei Weise vorgenommen werden: Als Austausch eines Kernes innerhalb ei-


nes Kernensembles (der Kern springt gewissermaßen von einer Position im Ensemble auf eine an-
dere) oder als punktuelle Veränderung eines einzelnen Kernes in einem Ensemble. Ein solches Ex-
periment kann dreierlei Folgen haben, je nach dem, wo der Eingriff erfolgt und wie tiefgreifend er 
ist: 
 


1. Das Ensemble restauriert sich nach ein oder zwei Perioden vollständig als sei nichts gesche-
hen (Restauration). 


2. Es bildet sich ein neues Kernensemble aus (eine neue Art entsteht). 
3. Das Ensemble zerfällt, endet im Chaos oder stürzt in die Null ab (Krebswachstum, Tod). 


 
Es würde hier zu weit führen, solche Kernmanipulationen im einzelnen vorzuführen. Ich zeige nur 
zwei Fälle: Restauration und Chaos. Andere können in der Literatur nachgelesen werden16. 
 


                                                 
16  Vgl.: Kröber, Günter. Ein Esel lese nie. Mathematik der Palindrome. Rowohlt. Reinbek 2003. S. 282 - 289 
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Da die Entsprechungen also augenscheinlich sind und über den rein strukturellen Aspekt hinaus 
gehen, könnte man sich doch immerhin fragen, wie Gegebenheiten, Sachverhalte, die wir in der 
Palindromik beobachten, in der Sprache der Molekulargenetik wohl klingen könnten. Wie das ge-
meint ist, möchte ich an dem folgenden Beispiel erläutern. 
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Repetitive Sequenzen in der DNS sind seit Mitte der 60er Jahre des vorigen Jahrhunderts be-
kannt. Sie wurden erstmalig in der DNS von Mäusegeweben entdeckt und in den Folgejahren auch 
in allen untersuchten höheren Arten  von Organismen nachgewiesen.17 Sie nehmen 20 – 80 % der 
DNS im Zellkern ein. Das Genom des Menschen besteht zu mehr als 95% aus nicht Protein kodie-
render DNS mit etwa 35 % repetitiven Sequenzen18. 


Lange Zeit und im Grunde bis heute gab und gibt es keine vollständige Klarheit über die Funkti-
on dieser genetisch nicht aktiven Segmente. Sie wurden deshalb als „genetischer Müll“, als „Junk-
DNA“ betrachtet. Ihre weite Verbreitung und ihre Fortdauer über Millionen von Jahren der Evoluti-
on lassen jedoch vermuten, dass sie doch eine wichtige Funktion innerhalb der Zelle und für das 
Überleben der Organismen haben.  


Aus der Sicht der Palindromik böten sich zwei Antworten an. 
 


1. In der Palindromik sprechen wir davon, dass sich die repetitiven Sequenzen von Periode zu 
Periode um einen bestimmten Betrag erweitert reproduzieren. Je weiter der Palindromisie-
rungsprozess fortgeschritten ist, desto größer ist die Anzahl der repetitiven Sequenzen in ei-
ner Ergebniszeile. In die Sprache der Molekulargenetik übersetzt würde das heißen, dass die 
Anzahl von Repetitionen in einer DNS etwas über das Evolutionsalter der betreffenden Or-
ganismenart aussagen könnte. Wenn ich recht unterrichtet bin, gibt es inzwischen durchaus 
Vermutungen in dieser Richtung. 


 
2. In Palindromisierungsprozessen können Strukturen entstehen, die nicht oder zumindest nicht 


von Anfang an von reinem Typ PER, SIM oder SIER sind. Abb. 39 zeigt z. B. eine Struktur, 
die aus mehrstelligen, vertikalen repetitiven Sequenzen besteht, welche zunächst ein zentra-
les Gebilde umhüllen, das sich mit  einem gegen Null strebenden Skalierungsfaktor similar 
reproduziert.  


Abb. 39 
 
 Man sieht, wie die ersten drei, dem Zentrum am nächsten gelegenen mehrstelligen  repetitiven Se-
quenzen sukzessive in die similare Reproduktion einbezogen werden und, nachdem diese zum Still-
stand gekommen ist, ein neuer Kernbereich sich auftut. Repetitive Sequenzen wurden hier über ein 
Zwischenstadium in Kernsequenzen umgeformt. 


 Noch deutlicher wird diese Umwandlung, wenn die umzuformenden  repetitiven Sequenzen sich 
nicht in Richtung des Kernes abbauen, sondern sich konvex nach außen krümmen, dabei zunächst 
wieder ein similares  Zwischengebilde schaffen, um schließlich zu einem sich identisch und peri-
odisch reproduzierenden Kernbereich zu werden (Abb. 40).  
                                                 
17  Vgl.: Britten, Roy J../Kohne, David E.: Repeated Segments of  DNA. In: Scientific American. April 1970. S. 26. 
18  Vgl.: Molekularbiologie. Hrsg. von H. Bielka. Stauttgart 1985. S. 159. 
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                                                 Abb. 40 
 
In der Sprache der Molekulargenetik könnte das heißen, dass die als genetischer Müll denunzierten 
Segmente im Verlaufe der Evolution durchaus als genetische Reserven auftreten können.  


Ich habe mich im Jahre 2004 zu dieser Vermutung schon einmal öffentlich geäußert.19 2007 war 
dann zu erfahren, dass ein internationales Forscherkonsortium, dem 35 hochrangige Forschungs-
gruppen angehörten, herausgefunden hat, dass auch sogenannte Müllbereiche in RNA umgewandelt 
werden können, die ihrerseits die Aktivität der Gene steuert.20 


Heute ist das ein eigenständiger Forschungszweig geworden, die Epigenetik. In ihr geht es u. a. 
darum, zu verstehen, wie Information über die Genregulation, die nicht in der DNS kodiert ist, von 
einer Zell- oder Organismen – Generation in die nächste gelangt. 


In der Palindromik findet sich aber auch das Phänomen, dass repetitive Sequenzen zu einer Simi-
larität umgewandelt werden statt zu einer Periode (vgl.: Abb. 41).    


Ob dem etwas in der Molekulargenetik entspricht, entzieht sich meiner Kenntnis. Vielleicht fin-
det es doch einmal jemand und vermag es zu deuten und einzuordnen. 
 


Abb. 41 
 
Indes gibt es noch eine andere Entsprechung: Die schrägen Kerne (vgl. Abb. 15).  


Der zentrale, vertikal verlaufende Kern wird ja periodisch in der Zeit und nur in der Zeit iden-
tisch reproduziert. Wie aber ist das mit den schrägen Kernen? Auch sie werden identisch und peri-
odisch in der Zeit reproduziert. Außerdem aber verlagern sie sich mit jeder Periode bzw. Zykluslän-
                                                 
19  Vgl.: Kröber, Günter: Genetischer Müll oder genetische Reserven? Die Antwort der Palindromik. In: Neues Deutsch-


land, 23./24. 10. 2004. 
20  Vgl.; Berliner Zeitung. 14. 6. 2007. 
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ge in der Horizontalen, was einer raumzeitlichen identischen Reproduktion entspricht. Man könnte 
auch sagen: Neben der vertikalen Reproduktion des Kernensembles gibt es noch eine horizontale. In 
die Sprache der Molekulargenetik übersetzt hieße das, dass genetische Information nicht nur zwi-
schen Individuen ein und derselben Art übertragen wird, sondern auch über Artgrenzen hinweg er-
worben werden kann. Und das ist bekanntlich tatsächlich der Fall.21 Die Genetiker interessieren sich 
seit geraumer Zeit für ein Phänomen, das sie „horizontaler oder lateraler Gentransfer“ nennen, wel-
ches genau das leistet: Identische Übertragung genetischer Information nicht nur innerhalb ein und 
derselben Art, also lediglich in der Zeit, sondern auch über Artgrenzen hinweg, also raumzeitlich, 
oder auch: Nicht nur vertikal, sondern auch horizontal. 


Gestatten Sie hiernach noch einen letzten Kommentar. 
Ich habe versucht zu zeigen, dass Strukturen, die im Ergebnis von Palindromisierungsprozessen 


entstehen, ihrer äußeren Form nach Entsprechungen in der Natur haben: DNS, Kristallstrukturen, 
Feldlinien, und man könnte noch andere aufzeigen. Interessanter sind aber wohl Entsprechungen in 
Prozessverläufen, wie ich sie soeben für die Umwandlung von repetitiven Sequenzen des Typs PER 
in Kernsegmente einerseits und die Transformation von sogenanntem genetischen Müll in geneti-
sche Reserven andererseits sowie für die schrägen Kerne einerseits und den horizontalen Gentrans-
fer andererseits gezeigt habe. 


Man kann nun Palindromisierungsprozesse auch unter informationellem Gesichtspunkt betrach-
ten. 


Eine beliebige Zeichenkette, also auch eine Zahlensequenz, kann ja als potenzieller Informati-
onsträger aufgefasst werden. Bei Werner Ebeling findet sich der Begriff der „strukturellen Informa-
tion“, unter der „jegliche nicht zufällige, räumliche oder zeitliche Information“ verstanden wird.22 
Werner Ebeling will ihn auf materielle Strukturen begrenzt wissen. Ich sehe jedoch keinen Grund, 
warum er nicht auch auf Strukturen angewandt werden könnte, die in Palindromisierungsprozessen 
von Zahlen entstehen. 


Unter diesem Gesichtspunkt finden wir in Strukturen des Typs PER die identische Weitergabe 
struktureller Information aus einer Periode in die nächste realisiert. Und zwar gilt sie für alle drei 
Bestandteile dieses Strukturtyps: Für den Kern, die repetitiven Sequenzen und die OT- Sequenzen. 
Der Kern wird identisch in der Zeit übertragen, ebenso die repetitiven Sequenzen, sofern sie mehr-
stellig sind und vertikal verlaufen. Schräge repetitive Sequenzen aber und schräge Kerne werden – 
ebenso wie die OT – Sequenzen – raumzeitlich identisch übertragen. 


Die similare Reproduktion der Zentralfigur im Strukturtyp SIM ist vor allem deshalb interessant, 
weil die zeitlichen Abstände und die räumlichen Maßstäbe der einzelnen Strukturebenen um so 
größer sind, je entfernter sich der Prozess von seinem Ursprung befindet. Zugleich kann dieser 
Strukturtyp auch identische Weitergabe realisieren, denn an den Ecken der similaren Dreiecke kön-
nen sich Substrukturen befinden, die als Information identisch im Inhalt, doch similar in der Zeit 
übertragen werden, wenn sie an der unteren Dreiecksspitze sitzen, während diejenigen, die sich an 
den seitlichen Ecken befinden, im Inhalt identisch und raumzeitlich similar übertragen werden. Im 
Strukturtyp SIM ist somit sowohl similare als auch identische  Informationsübertragung – und zwar 
gleichzeitig –  möglich. 


Auch der Strukturtyp SIER überträgt strukturelle Information sowohl similar als auch identisch 
(vgl. Abb. 34). Das zentrale Null - bzw. (b – 1) – Loch wird von Hierarchieebene zu Hierarchieebe-
ne similar übertragen. Zugleich aber wird das Loch auch identisch übertragen, und zwar raumzeit-


                                                 
21  Vgl.: Frankfurter Allgemeine Zeitung vom 24. 9. 2008. 
22  Ebeling, Werner/ Freund, Jan/ Schreiber, Frank: Komplexe Strukturen: Entropie und Information. Leipzig 1998. S. 
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lich und in jeweils doppelter Ausfertigung. Dieses Prinzip – doppelte raumzeitliche identische Re-
produktion – ist das Grundprinzip der fraktalen Informationsübertragung. 
 


Meine Damen und Herren, 
Die Entsprechungen zwischen Strukturen, die in Palindromisierungsprozessen entstehen, und 


solchen in der Natur mögen so äußerlich sein, wie sie wollen. Fakt ist, dass es sie gibt. Ich lade Sie 
an dieser Stelle zur Betrachtung einer letzten Kuriosität ein. Abb. 42 zeigt Ihnen drei Dinge:  


Unten den Ausschnitt aus einer Struktur vom Typ PER mit einer Doppel-Helix im Zentrum, 
oben links das molekulargenetische Strukturmodell der Doppelhelix der DNS, und rechts die Auf-
nahme eines kosmischen Nebels in der Nähe des Zentrums der Milchstraße, der vermutlich aus in-
terstellarem Gas und Staub besteht und nach Ansicht der Astronomen durch Wechselwirkung zwi-
schen dem Magnetfeld in der Nähe des zentralen Schwarzen Loches und der Materie des Nebels 
zustande kommt23. Dreimal die gleiche Struktur in drei ganz verschiedenen Bereichen.  


Und weil es solche Entsprechungen gibt, steht zu vermuten, dass hinter ihnen sich jeweils eine 
gemeinsame Mathematik verbirgt. Welche, weiß heute niemand zu sagen. Eines aber scheint mir 
unwiderlegbar zu sein: Sowohl natürliche Evolutionsprozesse als auch Palindromisierungsprozesse 
von Zahlen sind irreversible, nichtlineare Prozesse mit einer sensitiven Abhängigkeit von den An-
fangsbedingungen. Beide kommen nur dadurch zustande, dass das Ergebnis einer bestimmten Etap-
pe der Evolution zum Ausgangspunkt der nächsten Etappe wird. Meine These ist deshalb: Die Crux 
der Evolution ist Iteration. Vielleicht kann von hieraus weiter gefragt werden nach der gemeinsa-
men Mathematik, die hinter allem steht. Aber das ist eine Sache der Zukunft, und deshalb glaube 
ich, auch ganz im Sinne von Senator Zöllner gesprochen zu haben, der in seinem Grußschreiben an 
den diesjährigen Leibniz - Tag dazu aufgefordert hatte, prospektiv an das heranzugehen, was uns 
heute in der Wissenschaft bewegt. 
                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


                                                 
23  Vgl.: wissenschaft.de/wissen/news/262986.html. 
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Abb. 42 
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Daten der Abbildungen 


(S0 ist ab Abb. 6 immer S0 = 10(b – a - 1)(b – a) 
    Nr.                     b                                            m                                 Zl 
 


    5                    10                                a1(1)                                           ml 
   6a                     6                                s1(1)                                            „ 
   6b                   29                                s1(1)                                            „ 
7a – 7d              15                           s4a6s3a6s9(28)                                    „ 
    8                    11                        a6s4a2s2(a4s5)2s1(33)                             „ 
    9                    19                     a1s2a3s4a5s6a7s3(a3s3)3(49)                    2ml   
   10                   23                             a1s4a4s2(11)                                    ml    
   11                   29                      s3(a1s2)2(a1s1)18(s2a1)3(54)                       „ 
   12                   23                          (s2a1)4(a3s3)4(36)                                 „ 
   13                   19                       s5a1(s2a2)3(a1s1)33s1(85)                          „ 
   14                   29                          a1s2a3s4a1s1a3s6(21)                             „ 
   15                   18                           s4a1s1(a3s3)4s3(33)                              „ 
   16                     2                                a16s15(31)                                    2ml 
   17                     9                               a9s4a1s5(19)                                    ml 
   18                   22                     s4a1s3a1s2a1s3(a3s3)3a3s1(37)                      „ 
   19 links            7                               a2s5a5s4(16)                                     „ 
   19 rechts        32                            (s2a2s1)5a10s3(38)                                 „ 
   20                    5                        (s1a2s2)2(a1s1)18s1a2s3(52)                     106 
   21                    2                           a2(s1a2)9a13s4(46)                            ml 
   22                  27                           (s5a1)2(a3s3)3s3a8(41)                             „ 
   23                  11                               a1s3a6s5a5s1(21)                                 „ 
   24                  32                              s4a17s1a7s13a11(53)                              „ 
   25                  29                         a6s2a2s1(a1s1)12s1a3s13(52)                        „ 
   26                    8                               (s2a6)2(s1a1)2a2(22)                             „ 
   27                  30                                s2a7s2a1s10a3s3(28)                           2ml 
   28a                  9                                    s4a5s2a6s1(18)                                 ml     
   28b                  „                                              „                                       16ml 
   29a                  9                                   (s2a6s3)2a2s1(25)                              ml 
   29b                  „                                              „                                       16ml 
   30a                16                                (a7s1)2s4a13s2a32s2(69)                         ml 
   30b                 „                                                 „                                       4ml  
   31                    3                            s1a1(a2s2)2(a1s1)13s1a8s9(53)                    ml 
   33a – 33b        3                                       a12s4(a1s2)3(25)                             „ 
   34                  16                                      s1a9s1(a3s3)9(65)                            „ 
   35                  14                              a1s2a2s2a2s1(s2a1)2a1s8(25)                     „ 
   36                  26                                          a6s2a3s4(15)                               „ 
   37                  23                                       s9a7(s3a3)2s2(30)                           „ 
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   38                  16                                     s2a1s1(a3s3)4a7s3(38)                       „ 
   39                  21                              s8a2s4a8s3(a3s3)4(a1s1)30s1(110)              2ml 
   40                  17                                      a1s2a3s4a1s5a3(19)                            ml 
   41                  13                               (s4a1)2(s3a3)4s2(a3s3)4s5a2(67)              16ml 
   42                  13                             (s2a1)2(a2s2)2(a2s1)2(a1s1)29s8(86)               „       
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Meine sehr verehrten Damen und Herren, liebe Kolleginnen und Kollegen. 


Im Namen des Präsidiums der Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin ein herzliches Willkom-
men zum Kolloquium „Geodäsie-Mathematik-Physik-Geophysik“ anlässlich des 75. Geburtstages von 
Erik W. Grafarend.  


Der aufrichtige Gruß gilt - allen voran - dem Mitglied unserer Sozietät Erik W. Grafarend, dem wir 
unsere allerbesten Wünsche zum Geburtstag bereits übermittelt haben, sodann allen anderen Kolle-
gen der Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin e.V. und ganz besonders unseren Gästen: re-
nommierten Fachkollegen, darunter zahlreiche Freunde und Schüler des Jubilars Erik Grafarend. Sie 
repräsentieren zugleich bedeutende nationale und internationale wissenschaftliche Insitutionen: 
Universitäten, Akademien, Fach-Gesellschaften und staatliche Einrichtungen aus 10 Ländern. 


Träger der Veranstaltung ist die Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin e.V., deren Mitglied 
Erik Grafarend seit 2004 ist. Sie wird dabei von der Universität Stuttgart unterstützt, an der Erik 
Grafarend von 1980 bis zu seiner Emeritierung 2005 ordentlicher Professor für Geodäsie und Direk-
tor ihres Geodätischen Institutes war. Sein Nachfolger an dieser Universität, Herr Prof. Dr.-Ing. habil. 
Nico Sneeuw, wird das langjährige verdienstvolle Wirken seines unmittelbaren Vorgängers  würdigen. 


In unserer traditionsreichen - Gottfried Wilhelm Leibniz‘ humanistische Ideen reflektierenden, be-
wahrenden und weiterführenden - Gelehrtengesellschaft, ist es Brauch, besonders verdienstvollen  
langjährigen Mitgliedes zu jenen Jubiläen, die im vorherrschenden  Dezimalsystem kalendarisch ex-
poniert sind, ein wissenschaftliches Kolloquium zu widmen. Dessen Thematik greift die wissenschaft-
lichen Arbeits- und Interessengebiete des Jubilars auf. Zur Mitwirkung werden außer den fachlich 
prädestinierten Mitgliedern der Leibniz-Sozietät, Fachkollegen, Mitarbeiter und Schüler des Jubilars 
eingeladen.  


Diese Kolloquia sind immer zugleich akademische Ehrungen des Jubilars und thematische ‚Ar-
beitsveranstaltungen‘ zur humanistischen Entfaltung der Wissenschaft als Teil und Ganzem - dem 
hauptsächliche Anliegen der Leibniz-Sozietät. Deren Mitglieder fördern die Wissenschaft mit ihrem 
freiwilligen, ehrenamtlichen und finanziell nicht entgoltenem Engagement. Wer das Ethos der Wis-
senschaft nicht als Maxime verinnerlicht, sieht darin vermutlich einen Anachronismus.  


Unsere Gelehrtengesellschaft bietet ihren Mitgliedern hingegen ein lebendiges Forum des inter- 
und transdisziplinären  Meinungsaustauschs (wozu Etliches zu sagen wäre, was sich aus Zeitgründen 
verbietet, heute aber gewiss nachhaltig demonstriert wird).  


Die Leibniz-Sozietät  will den Erkenntnisfortschritt, das Verständnis für die zumeist interagieren-
den wissenschaftlichen und facettenreichen gesellschaftlichen Probleme fördern und erörtert adä-
quate Lösungsmöglichkeiten, unterstützt die Publizität ihrer Mitglieder, generiert Anerkennung und 
Wertschätzung. Dass ein Großteil der essentiellen Probleme fachübergreifende komplexe Strukturen 
aufweist sowie mannigfaltig vernetzte Funktionen erfüllen muss  ̶  und damit nur in Ausnahmefällen 
der überlieferten Gliederung der Wissenschaft folgt   ̶ , ist evident. Historisch und aktuell
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belegen die Geo- und Kosmos-Wissenschaften diese Tatbestände  sehr prägnant. Gestern stellte  
Hans Sünkel im Prolog zum heutigen Kolloquium unter der, dies reflektierenden Leibniz’schen Sen-
tenz „theoria cum praxi et commune bonum“, eindrucksvoll das Geoid vor und betonte, dass uns die 
wissenschaftliche Neugier drängt und die wirtschaftlichen Notwendigkeiten unserem Anliegen Nach-
druck verleihen – nach allen Regeln der Kunst beobachtend, messend, modellierend und rechnend - 
sukzessive das System Erde besser zu verstehen. Echte Zuversicht resultiert aus den validierten Er-
gebnissen Im komplementären Prolog referierte und diskutierte Harald Schuh über Beiträge der Ge-
odäsie zum besseren Verständnis  von Naturgefahren und Klimaeinflüssen. Bereits der brillante Ma-
thematiker, Physiker, Astronom  und selbst aktive Geodät Carl Friedrich Gauß stellte sich der  endlo-
sen Herausforderung,  die Erdoberfläche und die Erde als Ganzes  auszumessen und exakt abzubil-
den. Das gleichermaßen breite wie tiefe  Verständnis dieser Kernaufgabe der Geodäsie hat in der 
Gegenwart eine neue Dimension erreicht. Harald Schuh demonstrierte den hohen Wert der Definiti-
on und Realisierung präziser und stabiler Referenzrahmen, insbesondere zum Erfassen der themen-
relevanten Veränderungen und für die Satellitengeodäsie mit ihren einzigartigen globalen Beobach-
tungs- und Vermessungsmöglichkeiten.  


Diesem Prolog folgt heute das inhaltlich weit gefächerte Kolloquium „Geodäsie-Mathematik-
Physik-Geophysik“ an dem zahlreiche Freunde, Kollegen und ehemalige Schüler Erik Grafarends mit-
wirken. Unter ihnen weilen viele „Humboldtianer“, ehemalige Alumnaten der Alexander von Hum-
boldt-Stiftung, der Erik Grafarend über ein Vierteljahrhundert gedient hat. Die Humboldt-Stiftung hat 
deren Teilnahme finanziell unterstützt und zum Kolloquium ein Grußschreiben übermittelt. 


Im Namen des Präsidiums der Leibniz-Sozietät danke ich allen Mitwirkenden und Kooperations-
partnern. Gestatten Sie bitte, dass ich choram publico dem langjährigen Sprecher des Arbeitskreises 
GeoMUWA, Heinz  Kautzleben, für sein außerordentliches Engagement bei der umsichtigen und auf-
wendigen Gestaltung  unserer Veranstaltung herzlich danke. 


Sie kennen das umfangreiche Programm des Kolloquiums, dessen Fülle auch Vortragsdisziplin ge-
bietet. Die Beiträge sind Grußadressen und Fachvorträge, wobei der Charakter nicht immer einein-
deutig zu trennen sein wird. 


Die Grußadressen gelten verständlicherweise primär dem Jubilar Erik Grafarend. Wir freuen uns 
mit unserem Mitglied über jene Wertschätzung, die ihm damit erneut ausgesprochen wird. Unter 
den Absendern von Grußadressen befinden sich die beiden Akademien der Wissenschaften, die Erik 
Grafarend zu ihrem Mitglied gewählt haben, und alle vier Universitäten, die ihm ein Ehrendoktorat 
verliehen  


Von den Fachvorträgen erwartet die Leibniz-Sozietät wertvolle Informationen und  thematische 
Anregungen für ihre weiteren Vorhaben, insbesondere zur Förderung der Wissenschaftsdisziplin Ge-
odäsie- einschließlich ihrer Elemente einer messenden Technikwissenschaft - im Verbund mit allen 
kooperativen Wissenschaften, die in unserer Gelehrtengesellschaft vertreten sind. 


Ich betonte schon, dass sich die Leibniz-Sozietät als Gremium versteht, in dem Forschungsergeb-
nisse, aktuelle sowie grundlegende Problemspektren, Stellungnahmen und Meinungen vorgetragen 
und – vorwiegend multidisziplinär – diskutiert werden. Wir pflegen sorgsam ein ausgedehntes Netz-
werk mit einem Stamm anerkannter Wissenschaftler, der sich  über geheime Zuwahlen kontinuierlich 
reproduziert: erneuert und erweitert. Gemeinsam halten wir ständig nach sachkundigen und interes-
sierten Mitstreitern Ausschau. Auch das ist ein wichtiges Anliegen unserer heutigen wissenschaftli-
chen Veranstaltung. Wir freuen uns deshalb, zum Kolloquium Gäste in besonders großer Zahl  erst-
malig begrüßen können. 


Alle Teilnehmer am Kolloquium im Einzelnen namentlich zu begrüßen ist mir leider aus Zeit-
gründen nicht möglich. Erlauben Sie mir deshalb, dass ich, wie in einer Gelehrtengesellschaft  nahe-
liegend   ̶ für den in toto hoch geschätzten und herzlich willkommenen Teilnehmerkreis  ̶  protokolla-
risch stellvertretend lediglich die Mitglieder von Akademien der Wissenschaften mit ihrem Namen 
erwähne, zumal sie mehrheitlich die Grußworte vortragen.   


Eingangs begrüße ich die Mitglieder jener zwei nationalen Akademien, die Erik Grafarend zu ihrem 
Auswärtigen bzw. Ehrenmitglied gewählt haben.  
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Von beiden sind zum heutigen Kolloquium Ordentliche Mitglieder erschienen, die Grußworte vor-
tragen werden: von der Ungarischen Akademie der Wissenschaften ihr Mitglied Jozsef Adam, von der 
Finnischen Akademie der Wissenschaften und Künste ihr Mitglied Markku Poutanen. 


Unter uns weilen ebenfalls drei Ehrenmitglieder der Ungarischen Akademie, unsere Mitglieder 
Helmut Moritz, Heinz Kautzleben, Reiner Rummel. Helmut Moritz ist zudem Auswärtiges Mitglied der 
Finnischen Akademie. 


Ich begrüße außerdem die beiden Wirklichen Mitglieder der Österreichischen Akademie der Wis-
senschaften, unsere Mitglieder Helmut Moritz und Hans Sünkel sowie das Ordentliche Mitglied der 
Nationalen Akademie der Wissenschaften Italiens Fernando Sanso. 


Als Mitglieder der Leopoldina, der Nationalen Akademie der Wissenschaften Deutschlands, heißen 
wir Helmut Moritz und Reiner Rummel herzlich willkommen 


Mein Gruß gilt dem ordentlichen Mitglied der Bayerischen Akademie der Wissenschaften unserem 
Mitglied Reiner Rummel. Herzlich willkommener Kolloquiums-Teilnehmer ist der Vorsitzende der 
Deutschen Geodätischen Kommission  ̶  einer wissenschaftlichen Kommission der Bayerischen Aka-
demie der Wissenschaften  ̶  Prof. Dr.-Ing. habil. Theo Kötter. Er wird ein Grußwort dieser Kommissi-
on vortragen. 


In der aktiven Beteiligung zahlreicher Referenten aus dem Ausland spiegelt sich die Wertschät-
zung für die internationale wissenschaftliche Zusammenarbeit mit Erik Grafarend wider.   


Wir haben die Freude, unter den Mitwirkenden zwei Ehrenpräsidenten der International Associa-
tion of Geodesy (IAG) begrüßen zu können: unser Mitglied Helmut Moritz und Fernando Sansò.  


Ein ebenso herzliches Willkommen  sagen wir dem amtierenden Vizepräsidenten der IAG, unse-
rem Mitglied Harald Schuh. Heute wird er die Grußadresse der IAG überbringen. 
 
Unserem anspruchsvollen Kolloquium wünsche ich einen bewegenden und anregend nachhallenden 
Verlauf sowie jeden denkbaren Erfolg.   
 


Adresse des Verfassers:  


Prof. Dr. Lutz-Günther Fleischer, Paul-Junius-Straße 68, 10369 Berlin;  
fleischer-privat@gmx.de 
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Heinz Kautzleben  


Laudatio der Leibniz-Sozietät auf ihr Mitglied Erik W. Grafarend  
 


Sehr geehrtes Mitglied der Leibniz-Sozietät Erik Grafarend, 
lieber Erik, 
sehr geehrte Damen und Herren, 
liebe Kolleginnen und Kollegen der Leibniz-Sozietät, 
 
ich habe die Ehre, im heutigen Kolloquium für unsere Gelehrtengesellschaft die Laudatio auf ihr ver-
dientes Mitglied Erik Grafarend vorzustellen. Das Kolloquium findet aus Anlass seines 75. Geburts-
tages statt. Die zeitliche Verspätung gegenüber dem Geburtstag, den er bereits am 30. Oktober 2014 
feiern konnte, erklärt sich durch die terminlichen Belastungen, der viele Teilnehmer der heutigen 
Veranstaltung im November 2014 ausgesetzt waren. 


Das wissenschaftliche Thema des Kolloquiums lautet: Geodäsie-Mathematik-Physik-Geophysik, 
wobei die Bindestriche ganz wichtig sind. Es beschreibt die wissenschaftlichen Arbeits- und Interes-
sengebiete von Erik Grafarend. Es ist eines der großen Themen, mit denen sich unsere Gelehrtenge-
sellschaft, solange sie besteht, regelmäßig befasst. In ihrem Einzugsbereich gab und gibt es ständig 
Gelehrte, die in irgendeiner Weise dieses Thema bearbeitet haben. Es ist ein Thema, das Bodenhaf-
tung hat, jedoch abstrahiert physikalisch-philosophisch zur Thematik Raum-Zeit-Gravitation führt. 
Staatliche Interessen spielen in merkwürdiger Weise entweder eine entscheidende oder überhaupt 
keine Rolle. Unsere Gelehrtengesellschaft hat es zu allen Zeiten vermocht, die Gelehrten, die sich mit 
diesem Thema befassten, zu erkennen und einige der führenden von ihnen zu ihrem Mitglied zu wäh-
len – die sicherste Methode, damit die Thematik im Blickfeld der Gemeinschaft gehalten wird. 


Das Kolloquium ist keine enge Fachveranstaltung. Für eine solche wäre die Leibniz-Sozietät nicht 
zuständig. Die Leibniz-Sozietät, rechtsverbindlich: Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin e.V., 
ist eine akademische Gelehrtengesellschaft, wobei nach langer Tradition mit dem Begriff Gelehrter 
hervorragende Wissenschaftler bezeichnet werden, die über das eigene Fachgebiet weit hinaus inte-
ressiert, bekannt und anerkannt sind. Sie vereint aktuell über 300 Gelehrte, sie vertreten fast ebenso 
viele unterscheidbare Fachgebiete aus den Natur- und den Humanwissenschaften, den Tech-
nikwissenschaften, der Medizin, den Sozial- und den Geisteswissenschaften, eben auch den Geo-, 
Montan-, Umwelt-, Weltraum- und Astrowissenschaften. 


Erik Grafarend wurde im Mai 2004 – noch vor seiner Emeritierung als Professor für Geodäsie an 
der Universität Stuttgart – durch das Plenum der Leibniz-Sozietät zum Mitglied dieser Gelehrtenge-
sellschaft gewählt. Er selbst sagte dazu: die Zuwahl sei ihm eine Ehre und zugleich eine Verpflich-
tung, die Wissenschaften generell und selbstverständlich seine Wissenschaft gemäß den Traditio-
nen und Möglichkeiten dieser Gelehrtengesellschaft zu fördern, und er erwarte, dass die Leibniz-
Sozietät ihm einen wissenschaftlichen Freundeskreis bieten werde.  


Die Leibniz-Sozietät ist die Gelehrtengesellschaft, deren Mitglieder sich laut Statut vereinen, um 
die Wissenschaft zu fördern (erstens) auf akademie-typische Weise, (zweitens) in der Tradition der 
Gelehrtengesellschaft, die nach den Vorstellungen von Gottfried Wilhelm Leibniz 1700 als „Kurfürst-
lich Brandenburgische Sozietät der Wissenschaften“ gegründet wurde und seitdem ohne Unterbre-
chung mit dem Sitz in der historischen Mitte von Berlin besteht und tätig ist, ab 1993 als „Leibniz-
Sozietät e.V.“, ab 2007 als „Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin e.V.“, und (drittens) unei-
gennützig im Interesse der Allgemeinheit. 
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Mitglied der Leibniz-Sozietät können nur hervorragende Wissenschaftler mit anerkannten For-
schungsleistungen und Führungsqualitäten werden – und nur auf dem Wege der Zuwahl. Das Anse-
hen und die Leistungen der Gelehrtengesellschaft – folglich auch die Wirkung und der Nutzen für das 
einzelne Mitglied – werden durch die Mitglieder selbst bestimmt, und zwar durch die  Beiträge, die 
jedes einzelne Mitglied einbringt. Erik Grafarend ist wirklich Mitglied der Leibniz-Sozietät! 


Diese – unsere – Gelehrtengesellschaft ist ein hohes Kulturgut – über Deutschland hinaus. Ihr ho-
her Wert zeigt sich in ihrer Mitgliederschar, die im Verlaufe ihrer mehr als drei Jahrhunderte umfas-
senden Geschichte gewachsen ist und auf die wir stolz sein können. 


 
Zur außerordentlich bewegten Entwicklung unserer Gelehrtengesellschaft an dieser Stelle einige 
Sätze: 


Die Kurfürstlich Brandenburgische hieß schon ab 1701 „Königlich Preußische Sozietät der Wissen-
schaften“. 1744 ging die Sozietät in der „Königlich Preußischen Akademie der Wissenschaften“ auf, 
die in jenem Jahr mit dem Sitz in Berlin unter dem Namen „Académie Royale des Sciénces et des 
Belles Lettres““ gegründet wurde. Genau genommen ging die Sozietät in der Gelehrtengesellschaft 
der neuen Institution auf. Man muss zwischen der Akademie und ihrer Gelehrtengesellschaft unter-
scheiden, auch wenn die Mitglieder der Gelehrtengesellschaft fortan den Titel Akademiemitglied 
führten.  1920 übernahm die Trägerschaft für die bisher Königliche Akademie der Freistaat Preußen 
im Deutschen Reich. Tiefgehende Auswirkungen auf die Preußische Akademie hatten der Untergang 
des Deutschen Reiches und die Auflösung des Freistaates Preußen im Ergebnis des 2. Weltkrieges: 
Die Preußische Akademie der Wissenschaften wurde im Juni 1945 geschlossen. Ihre Gelehrtengesell-
schaft wurde jedoch fortgeführt. Ihre in Berlin am Kriegsende noch anwesenden Mitglieder erreich-
ten, dass die Sowjetische Militäradministration in Deutschland befahl, die ehemalige „Preußische 
Akademie der Wissenschaften“ mit Wirkung vom 01.06.1946 unter Beibehaltung ihres Sitzes in der 
historischen Mitte von Berlin wieder zu eröffnen, sie aber fortan „Deutsche Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin“ (DAW) zu nennen. Der Befehl hatte Gesetzeskraft für den gesamten sowjetisch 
besetzten Teil des ehemaligen Deutschen Reiches. Er wurde von den drei westlichen Siegermächten 
USA, Großbritannien und Frankreich für die von ihnen besetzten Teile Deutschlands nicht übernom-
men. Zum Trägerland der DAW wurde innerhalb weniger Jahre allein der sowjetisch besetzte Teil 
Deutschlands (für den sich die etwas laxe, aber zutreffende Bezeichnung Ostdeutschland einbürgerte 
und aus dem 1949 staatlich die DDR gebildet wurde). Die DAW benannte sich folgerichtig 1972 in 
Akademie der Wissenschaften der DDR um. Aus der Gelehrtengesellschaft der Preußischen Akademie 
der Wissenschaften wurde 1946 nahtlos die Gelehrtengesellschaft der DAW, diese ging 1972 in die 
der Akademie der Wissenschaften der DDR über. Die politischen Umstände brachten es bald mit sich, 
dass zu Ordentlichen oder zu Korrespondierenden Mitgliedern der Gelehrtengesellschaft dieser Aka-
demie nur Staatsangehörige der DDR, d. h. Einheimische von Ostdeutschland, zugewählt werden 
durften. Darüber hinaus gab es nur noch Auswärtige Mitglieder. Der Beitritt Ostdeutschlands zur 
Bundesrepublik Deutschland am 03.10.1990 führte zum einen zur Abwicklung der Akademie der Wis-
senschaften der DDR – damit wurde die Entwicklung der 1744 in Berlin gegründeten Preußischen 
Akademie der Wissenschaften auch in Ostdeutschland beendet – und zum andern dazu, dass sich die 
1700 gegründete Gelehrtengesellschaft, die mit dieser Akademie von 1744 bis 1990 verbunden ge-
wesen war, 1993 zum privatrechtlichen Verein mit dem beziehungsreichen, voll gerechtfertigten 
Namen „Leibniz-Sozietät der Wissenschaften zu Berlin e.V.“ konstituierte. Der Verein Leibniz-Sozietät 
hat mit der Unterscheidung von Ordentlichen, Korrespondierenden und Auswärtigen Mitgliedern 
Schluss gemacht. 


Die Leibniz-Sozietät hat nach der Konstituierung als privatrechtlicher Verein in der Bundesrepublik 
Deutschland einige Zeit benötigt, um sich aus den „politischen Fesseln“ zu befreien, dass sie unmit-
telbar an die „Gelehrtensozietät der ehemaligen Akademie der Wissenschaften der DDR“ anschließt, 
und um uneingeschränkt zu praktizieren, dass sie über diese hinausreichend ununterbrochene per-
sonelle Verbindungen bis zur Kurfürstlich Brandenburgischen Sozietät der Wissenschaften einschließ-
lich hat, dass sie der heutige Abschnitt der langen Mitgliederfolge ist, die mit Gottfried Wilhelm Leib-
niz beginnt. Etwa ab dem 300. Jahrestag der Gründung der Kurfürstlich Brandenburgischen Sozietät 
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der Wissenschaften wurde es für die Freunde unserer Gelehrtengesellschaft in ganz Deutschland und 
weiteren Ländern deutlich leichter, die Zuwahl zum Mitglied der Leibniz-Sozietät anzunehmen und in 
ihr aktiv mitzuwirken. 


 
Erik Grafarend gehört zu den führenden Gelehrten, die in den alten Ländern der Bundesrepublik 
Deutschland, dem Kernstaat des heute vereinten Deutschlands, Karriere gemacht haben. Und er 
gehört von ihnen zu den ersten, die die Zuwahl zum Mitglied der Leibniz-Sozietät angenommen ha-
ben. 


Mir persönlich kam seine Erklärung nicht überraschend. Erik Grafarend und ich kannten uns schon 
seit Anfang der 1970er Jahre. Er war ständiger Teilnehmer an den Internationalen Symposien zum 
Thema „Geodäsie und Physik der Erde“, die seit 1970 vom damaligen Zentralinstitut für Physik der 
Erde (ZIPE) der Akademie der Wissenschaften der DDR organisiert wurden. Ab 1971 begegneten wir 
uns regelmäßig auf den Generalversammlungen der International Association of Geodesy, der wir 
beide in den 1970er und 1980er Jahren aktiv dienten. Ich war 1968 zum Direktor des Geodätischen 
Institutes Potsdam berufen worden – dem Institut, das Friedrich Robert Helmert, Mitglied der König-
lich Preußischen Akademie der Wissenschaften ab 1900, zum Weltruf geführt hat; es ging 1969 im 
ZIPE auf. 1973 wurde ich zum Direktor des ZIPE berufen, weiterhin besonders verantwortlich für die 
Förderung der Geodäsie und Gravimetrie. Bei der Organisation der Symposien wurden wir im ZIPE 
von Anfang an unterstützt einerseits durch die Kommission der Akademien der sozialistischen Länder 
für die Zusammenarbeit zum Problem „Planetare geophysikalische Forschungen“, deren Vorsitzender 
Jurij Dmitrievič Boulanger war, vielen von Ihnen aus der IAG sehr gut bekannt, und andererseits zu-
nehmend durch die International Association of Geodesy, wobei ganz entscheidend Helmut Moritz 
wirkte. An diesen Symposien konnten ohne Einschränkung alle Interessenten aus der DDR wie auch 
aus allen sozialistischen Ländern teilnehmen. Zur Teilnahme konnten wir zahlreiche führende Wis-
senschaftler aus den westlichen Ländern einladen (wer wollte erhielt stets eine Einladung) und hat-
ten die große Freude, dass zahlreiche Eingeladene auch tatsächlich kamen. In fester Erinnerung ist 
mir eine Episode aus dem Jahre 1976 geblieben, die Erik Grafarend betraf und für unser Verhältnis 
charakteristisch war und ist. Er war damals gerade Professor an der Hochschule der Bundeswehr in 
München geworden und wir hätten ihn deshalb eigentlich nicht in die DDR einladen dürfen. Es hat 
dennoch geklappt. Auch dieser Erfolg hat unseren Willen bekräftigt, die gerade erst begonnene Reihe 
der internationalen Symposien fortzuführen, sie zum regelmäßigen Treffpunkt der interessierten 
Geodäten und Geophysiker aus Ost und West zu machen. 


Erik Grafarend wurde zum Mitglied der Leibniz-Sozietät gewählt, weil er die wissenschaftliche 
Geodäsie in herausragender Weise vorangebracht hat, weil er auf seinem Fachgebiet Führungsqua-
litäten und ein unbestechliches Urteilsvermögen besitzt. Wir kannten seine wissenschaftliche Lauf-
bahn, wollten seine Leistungen würdigen und von ihnen profitieren. In den bisher zehn Jahren sei-
ner Mitgliedschaft in unserer Gelehrtengesellschaft hat Erik die in ihn gesetzten Hoffnungen vor-
bildlich erfüllt. 


Was Erik Grafarend zur Theoretischen Geodäsie beigetragen hat, hat soeben unser großer Geodät 
Helmut Moritz in seiner unnachahmlichen Weise in Erinnerung gebracht.  


Die große Bedeutung der Beiträge von Erik Grafarend kann man erahnen, wenn man sie in die 
grandiose Entwicklung der Geodäsie seit den 1960er Jahren einordnet. Die Geodäsie in den ersten 
beiden Jahrzehnten des 21. Jahrhunderts ist eine ganz andere als die Geodäsie in den 1960ern. Heute 
ist die Geodäsie in Theorie und Praxis die Verknüpfung von Ortsbestimmung und flächenhafter Auf-
nahme. Das Zeitalter der Landesvermessungen wurde abgelöst durch das Zeitalter der Weltvermes-
sung. Die Geodäsie versteht sich heute weniger als Messkunst denn als zielgerichtete Verarbeitung 
von riesigen Datenmengen. Der Begriff Nachbarschaftsgenauigkeit für die Ortsangaben ist dem Be-
griff absolute Genauigkeit gewichen. Diese liegt heute für jeden beliebigen Punkt auf und in der Nähe 
der Erdoberfläche in der Größenordnung 1 cm. Das starre, gleichförmig rotierende Erdmodell hat 
ausgedient. Die Geodäsie trägt Wesentliches zur Untersuchung der dynamischen Erde bei. In der 
Geodäsie heute wird die relativistische Physik von Raum, Zeit und Gravitation praktisch angewendet. 
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Erik Grafarend ist ein Kind des Ruhrpotts. Er hat eine beeindruckende wissenschaftliche Laufbahn 
hinter sich – vor allem in der universitären Lehre und Forschung in der Bundesrepublik Deutschland. 
Begonnen hat er sie mit dem Studium des Markscheidewesens an der Technischen Hochschule 
Clausthal. Diese ist aus der Bergakademie Clausthal hervorgegangen, die 1775 gegründet worden 
war und seit 1866 zu Preußen gehört hatte. Er hat auf diesem Gebiet der Ingenieurwissenschaften, 
das er immer mehr als Spezialrichtung der Geodäsie verstand, 1964 sein Diplom und bereits 1966 
seinen Doktorgrad erworben. Neben den Arbeiten an der Dissertation, die gründliche Kenntnisse der 
Physik erforderten, absolvierte er noch ein Vollzeitstudium der Physik, das er 1968 als Diplom-
Physiker abschloss. 


1968 wurde Erik Grafarend durch Helmut Wolf eingeladen, an das von ihm gegründete Institut für 
Theoretische Geodäsie an die Rheinische Friedrich-Wilhelms-Universität Bonn zu kommen. Das Insti-
tut gehört zur Landwirtschaftlichen Fakultät. Helmut Wolf hat Eriks wissenschaftliche Entwicklung 
nachhaltig beeinflusst. 1970 habilitierte sich Erik mit der Schrift „Die Genauigkeit eines Punktes im 
mehrdimensionalen Euklidischen Raum“ für die TU Clausthal wie auch für die Universität Bonn. An-
schließend wurde er im Bonner Institut zum außerplanmäßigen Professor berufen mit Lehrverpflich-
tungen über Stochastische Prozesse und Geophysik. Von Bonn aus ging Erik 1972/73 in die USA zur 
Kaderschmiede der international dominierenden Geodäsie – zum Department of Geodetic Sciences 
der Ohio State University in Columbus, Ohio. Dort muss er einen großartigen Eindruck hinterlassen 
und bleibende Arbeitsbeziehungen aufgebaut haben: 1976 erhielt er den Heiskanen Award der Ohio 
State University und 1978 den Senior Science Award der American Science Foundation Washington. 


Es dürfte hier der richtige Punkt sein, die umfangreichen Aktivitäten von Erik in der internationa-
len Zusammenarbeit auf dem Gebiet der wissenschaftlichen Geodäsie zu würdigen; sie sind noch 
heute nicht beendet. Sie konzentrierten sich auf die International Association of Geodesy (IAG), als 
Referent in deren vielfältigen wissenschaftlichen Veranstaltungen und als Mitwirkender, bald auch 
als Vorsitzender von speziellen Studiengruppen. Als Beginn kann man seine Teilnahme an der Gene-
ralversammlung der IAG 1971 in Moskau datieren. Er hat in der IAG sehr schnell große Anerkennung 
erreicht: 1975 erhielt er den erstmals vergebenen Bomford-Preis der IAG. Die IAG nahm seine treuen 
Dienste als Sekretär der Section IV „Theory and Evaluation“ von 1979 bis 1983 in Anspruch, von 1983 
bis 1987 diente er als Präsident dieser Section, sie war in „General Theory and Methodology“ umbe-
nannt worden. Seit 1991 ist Erik Fellow der IAG. 


Wieder zurück zu seiner beruflichen Karriere in Deutschland: 1975 wurde Erik Grafarend zum or-
dentlichen Professor für Astronomische und Physikalische Geodäsie an die 1973 gegründete Hoch-
schule der Bundeswehr München in Neubiberg berufen. Er hat den Grundstein für den Aufbau der 
dortigen Geodäsie gelegt – in der Fakultät für Bauingenieurwesen und Umweltwissenschaften. Die 
Universität der Bundeswehr, wie die Hochschule sich ab 1985 bezeichnen durfte, hat es ihm gedankt 
durch die Verleihung ihrer Ehrendoktorwürde im Jahre 2000. Sie war für Erik das vierte Ehrendokto-
rat, das ihm bisher verliehen wurde: Das erste erhielt er 1989 von der Königlichen Technischen Hoch-
schule Stockholm, das zweite 1996 von der Technischen Universität Darmstadt, das dritte 1998 von 
der Technischen Universität Budapest. 


Es war nur folgerichtig, dass Erik Grafarend 1980 den Ruf der Universität Stuttgart zum Professor 
für Geodäsie und Direktor des dortigen Geodätischen Institutes annahm. Dort wurde er Nachfolger 
von Karl Ramsayer, der das Institut nach Kriegsende wieder aufgebaut und wesentlich ausgebaut 
hatte. Auf Ramsayers Wirken geht zurück, dass das Geodätische Institut der Fakultät für Luft- und 
Raumfahrttechnik und Geodäsie zugeordnet wurde. Es wurde für Erik die Wirkungsstätte für ein Vier-
teljahrhundert. In der Universität Stuttgart gehörte Erik drei Fakultäten an: neben der für Luft- und 
Raumfahrt und Geodäsie der für Mathematik und Physik sowie der für Bau- und Umweltingenieur-
wissenschaften. Auch nach seiner Emeritierung im Jahre 2005 ist er mit seiner Universität und sei-
nem Institut verbunden und erhält er von dort Unterstützung für seine wissenschaftlichen Arbeiten, 
von denen er einfach nicht lassen kann. Das Stuttgarter Institut hat Eriks Wirken durch Festkollo-
quien gewürdigt aus Anlass seines 60. Geburtstages und anlässlich seiner Emeritierung. Was seinen 
Stuttgarter Kollegen anhaltend wichtig ist, hat im heutigen Kolloquium Nico Sneeuw dargelegt, Eriks 
Nachfolger als Professor für Geodäsie und Direktor des Geodätischen Institutes. 
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Aus der Sicht der Leibniz-Sozietät wollen wir drei großartige Leistungen von Erik im Hoch-
schulwesen unterstreichen: Erstens die zur Förderung des wissenschaftlichen Nachwuchses: Erik 
Grafarend hat mehr als  70 Doktoranden in der ganzen Welt betreut. Das hat beeindruckt: Zwei Uni-
versitäten, in Teheran und in Wuhan, haben ihn 2000 zum Ehrenprofessor ernannt. Zweitens sein 
Wirken in der Alexander von Humboldt-Stiftung. Er war 25 Jahre lang Mitglied ihres Auswahlaus-
schusses, zuständig für die Geowissenschaften, er hat über die Stiftung mehr als 30 Gäste an seinem 
Institut betreut. Die Stiftung dankte es ihm 2000 durch die Verleihung der Werner-Heisenberg-
Medaille. Drittens durch die mehrfache Berufung zum Gutachter der Deutschen Forschungsgemein-
schaft für Projektanträge. Sie hat sich für die Geodäsie segensreich ausgewirkt. 


Erik Grafarend wurde 1978 – eigentlich ganz selbstverständlich – zum Ordentlichen Mitglied der 
Deutschen Geodätischen Kommission gewählt. Viele Jahre war er Sprecher ihres Wissenschaftlichen 
Beirates. Mit seiner Emeritierung 2005 wurde er entpflichtet. Inzwischen war das Organ zur Selbst-
verwaltung der wissenschaftlichen Geodäsie in der föderalistischen Bundesrepublik Deutschland, das 
Max Kneissl 1952 geschaffen hatte, eine wissenschaftliche Kommission bei der Bayerischen Akade-
mie der Wissenschaften geworden. 


Erik Grafarends Leistungen in der wissenschaftlichen Forschung fanden hohe Anerkennung und 
Würdigung durch die Wahl zum Mitglied von akademischen Gelehrtengesellschaften. Die Leibniz-
Sozietät war 2004 die erste, die Erik Grafarend zu ihrem Mitglied wählte. Es folgten 2010 die Finni-
sche Akademie der Wissenschaften und Literatur und die Ungarische Akademie der Wissenschaften. 
Die Finnische Akademie wählte ihn zum Auswärtigen Mitglied, die Ungarische zum Ehrenmitglied. 
Beide Akademien würdigten damit den großen deutschen Gelehrten. Vor allem waren die Zuwahlen 
der Dank für die engen Beziehungen und Hilfen, die Erik Grafarend über lange Jahre hinweg seinen 
Fachkollegen in beiden Ländern hatte angedeihen lassen. Eine konkrete Mitwirkung an den Aufgaben 
der beiden Akademien wird nicht erwartet. Wenn man über eine Akademie der Wissenschaften und 
ihre Gelehrtengesellschaft spricht, darf man jedoch die wissenschaftssoziologischen Aspekte nicht 
außer Acht lassen. Jede akademische Gelehrtengesellschaft erwartet von jedem ihrer Mitglieder, 
dass es jederzeit und überall sich zu ihr bekennt und seine hohe persönliche Autorität zu ihren Guns-
ten einsetzt. Die Leibniz-Sozietät ist dabei keine Ausnahme. Unser Mitglied Erik Grafarend hat uns 
dabei niemals enttäuscht.     
 
Ich kann die Laudatio auf Erik Grafarend nicht beenden, ohne noch einige Sätze zu seiner Mitwir-
kung im Arbeitskreis Geo-, Montan-, Umwelt-, Weltraum- und Astrowissenschaften der Leibniz-
Sozietät zu sagen. Über die Tätigkeit und Wirkung dieses Arbeitskreises, kurz als Arbeitskreis Geo-
MUWA bezeichnet, in Englisch: Working Party Earth and Space Studies, gibt es eine ausführliche Dar-
stellung auf der Website der Leibniz-Sozietät und seit wenigen Wochen gedruckt im Band 120 der 
„Sitzungsberichte der Leibniz-Sozietät“. 


Der Arbeitskreis GeoMUWA stützt sich auf das Netzwerk der Mitglieder der Leibniz-Sozietät, de-
ren Fächer zu den in seinem Titel aufgeführten Wissenschaftsgebieten gehören. Er organisiert seine 
Tätigkeit zur Förderung der Wissenschaft derart, dass alle Mitglieder der Sozietät, auch diejenigen, 
die außerhalb der Region Berlin und Brandenburg wohnen, sich regelmäßig beteiligen können. Be-
währt hat sich, dass der Arbeitskreis etwa zweimal im Jahr ein ganztägiges wissenschaftliches Kollo-
quium organisiert. Die Themen werden wechselnd aus den Fachgebieten ausgewählt, die im Titel des 
Arbeitskreises genannt werden. Referenten sind jeweils die fachlich zuständigen Mitglieder der Leib-
niz-Sozietät und kompetente Gäste, die speziell eingeladen werden. Bei der Themenwahl folgen wir 
dem Gedanken, dass Wissenschaft das ist, was Wissenschaftler betreiben, und besonders wichtig 
diejenigen wissenschaftlichen Themen sind, für die sich die Mitglieder der Gelehrtengesellschaft 
aktiv interessieren. Dieses Prinzip funktioniert umso besser, je mehr sich der Arbeitskreis als elitäre 
Gemeinschaft versteht und handelt. Kriterium ist die Aufmerksamkeit, die die Tätigkeit der Gelehr-
tengesellschaft in der Science Community erreicht. Kriterium ist, dass damit die Leistungskraft des 
Arbeitskreises speziell und der Gelehrtengesellschaft generell gesteigert wird. 


Der Arbeitskreis GeoMUWA hat seit seiner Gründung vor etwa zehn Jahren nahezu zehn wissen-
schaftliche Kolloquien zu Themen der Geodäsie bzw. Geodäsie-relevanten Themen durchgeführt. 
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Sie sind alle mit den Namen großer Mitglieder unserer Gelehrtengesellschaft verbunden: Leonhard 
Euler, Alexander von Humboldt, Karl Friedrich Gauß und Friedrich Wilhelm Bessel, Johann Jacob 
Baeyer und Friedrich Robert Helmert, Albert Einstein und sein Verehrer Hans-Jürgen Treder, Helmut 
Moritz. Zu allen diesen Veranstaltungen hat Erik Grafarend bedeutende Beiträge geleistet, die 
nachhaltig wirken. 
 


Zusammengefasst: 


Die Leibniz-Sozietät zollt ihrem Mitglied Erik Grafarend die ihm gebührende hohe Anerkennung, in-
dem sie zum Anlass für das heutige Kolloquium seinen 75. Geburtstag genommen hat und zum The-
ma die wissenschaftlichen Gebiete, mit denen er sich befasst hat und die ihn als Gelehrten besonders 
interessieren. 


Lieber Erik, wir wünschen Ihnen Gesundheit, weiterhin Interesse und Schaffenskraft für die Betä-
tigung im Kreise Ihrer wissenschaftlichen Freunde. 
 


Adresse des Verfassers:  


Prof. Dr. Heinz Kautzleben, Schneewittchenstraße 18, 12524 Berlin; kautzleben@t-online.de 
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Helmut Moritz 


Erik Grafarend und die theoretische Geodäsie  


 


 


Zusammenfassung  


Man findet heute kaum einen Wissenschaftler, einen Geodäten, der in seinem Denken und seinem 
Werk eine so umfassende und vollständige Synthese aller relevanten Gebiete der Mathematik und 
Physik aufgebaut hat wie Erik Grafarend. Nicht nur der Theorie wegen, sondern immer auch in Hin-
blick auf Anwendungen. Seinem Feuergeist gelingt es immer wieder, jüngere Wissenschaftler aus 
Geodäsie, Mathematik und Physik zur Mitarbeit zu gewinnen. Seine Universalität erinnert an Leibniz  
(Leibniz-Sozietät !); ich möchte ihn als Humanisten bezeichnen. 
 


 


Einführung 


Der Begriff der Geodäsie als Vermessung und Kartierung der Erdoberfläche ist eine der ältesten Auf-
gaben der Menschheit. Auf Deutsch heißt sie „Erdmessung“, ins Griechische übersetzt: „geometria“.  
Die „Geometrie“ ist aber bald ein sehr allgemeiner Begriff geworden, ein Teil der Mathematik, und 
Geodäsie (griechisch wörtlich „Erdteilung“)  ist nur mehr ein Teil der Geometrie, zusammen mit 
grundlegenden Methoden der Physik. Freilich haben die Probleme der Erdmessung seit mehr als zwei 
Jahrtausenden  wesentliche Anregungen für Mathematik und Physik geliefert, von Pythagoras über 
die großen französischen Mathematiker des 18. Jahrhunderts  und  schließlich über Carl Friedrich 
Gauß (1777-1855)  bis in die heutige Zeit.  


Der Begriff der Erdfigur hat von der „Erdteilung“, der Agrarvermessung der alten Ägypter, bis heu-
te wesentliche Wandlungen und Präzisierungen erfahren: Erde als Ebene, als Kugel, als Ellipsoid als 
„abgeplattete Kugel“ (die Bestimmung der Abplattung war die berühmte Aufgabe der Gradmes-
sungsexpeditionen der Französischen Akademie der Wissenschaften in Peru (Bouguer) und Lappland 
(Maupertuis) um 1740), bis man im 19. Jahrhundert entdeckte, dass die Erdfigur überhaupt  nicht als 
einfache mathematische Fläche zu definieren ist, sondern physikalisch als „Niveaufläche“, als Fläche 
konstanten Schwerepotentials (Geopotentials), wie sie als ruhende Wasseroberfläche zu verstehen 
ist; die „Wasserwaage“ des Bautechnikers gibt eine anschauliche Deutung. Die entsprechende Ni-
veaufläche in Meeresniveau ist die neue Erdfigur (Gauß), sie wurde bald als „Geoid“ (Listing) be-
kannt. So einfach ist aber auch das noch nicht: die Meeresoberfläche ist nicht ruhend, sie wird von 
Stürmen gepeitscht und ist durch die Anziehung von Sonne und Mond einer Gezeitenbewegung (Eb-
be und Flut) unterworfen. Solcher kleiner „zeitlichen Effekte“ gibt es noch viele. Ein weiteres Haupt-
problem ist die Definition auf dem Festland: hier ist das Geoid eine „Fortsetzung der ruhenden Mee-
resoberfläche unter die Kontinente“, aber wie? Das Problem hat viele Lösungen, aber keine davon ist 
eindeutig. Das hat dazu geführt, dass der große russische Geoid M. S. Molodensky um 1945 vor-
schlug, das Geoid überhaupt aufzugeben, und nur die physische (sichtbare) Erdoberfläche und das 
äußere Geopotential zu bestimmen. (Dem genius loci huldigend, muss ich allerdings sagen, dass er 
einen großen Vorgänger hatte, nämlich Heinrich Bruns (1878), den aber außer Friedrich Robert Hel-
mert zunächst kaum jemand „praktisch“ ernst nahm.) Als Näherung wird aber der Begriff des Geoids 
heute noch verwendet. 


Die Ergebnisse der heutigen Geodäsie, im Rahmen des umliegenden Weltraums, liefern die mes-
senden  Grundlagen für Geophysik und Geodynamik, einschließlich  Ozeanographie und Meteorolo-
gie, und für andere Geowissenschaften. 
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Man wird aber daraus ersehen, dass die präzise Definition der „theoretischen Geodäsie“ immer 
komplizierter geworden ist, und dass es kaum noch jemand gibt, der das gesamte Gebiet in einer  
schöpferischen Weise beherrscht, die auch für die „praktische Geodäsie“ wesentlich ist. Ein solcher 
Wissenschaftspionier ist Erik Grafarend. 


Hauptarbeitsgebiete von Erik Grafarend   


Physikalische Geodäsie 


Das heute klassische Gebiet der physikalischen Geodäsie umfasst also die Anwendung der Mathema-
tik und Physik auf die Erdmessung, einschließlich der Satellitengeodäsie. Für Grafarends Denken 
grundlegend ist die moderne Differentialgeometrie, vor allem die sogenannten alternierenden Diffe-
rentialformen von Elie Cartan (1869-1951), der die seither vielzitierten anholonomen Koordinaten 
konsequent verwendet. Dies führt Grafarend  aber auch zur Anwendung der klassischen Mechanik 
(und verschiedener Variationsprinzipien nach Fermat, Hamilton, Jacobi usw.)  auf verschiedene Fra-
gen der modernen Geodäsie. Auf letzterem Gebiet ist ihm gelungen, namhafte Mathematiker und 
Physiker zur Zusammenarbeit zu gewinnen, vor allem aber auch jüngere Wissenschaftler aus aller 
Welt. Hier würde ich ihn als Pionier bezeichnen. Neuerdings arbeitet er auch auf dem schwierigen 
Gebiet der Differentialgeometrie im Großen, nicht nur theoretisch, sondern auch auf die geodätische 
Anwendung hin orientiert. 
 In einem Brief vom 22.9.2014  sagt  Grafarend  ganz  klar: 


„Warum ist die Geodäsie "physikalisch"?  Weil die Wegintegrale eines natürlichen Referenzsys-
tems "nicht schließen" : der Spezialist sagt : "anholonom". Dagegen ist das Gravitationspotential 
"holonom", d.h. "integrierbar"!  Beigeschlossen findet Ihr eine alte Arbeit von 5 Autoren, hier nur 
den ersten theoretischen Teil; es folgen weitere Teile.  Beispiele! "Elie Cartan and Geodesy" ist u.a. 
von Antonio Marussi entwickelt worden. Dieser Teil wurde vorgetragen in Siena (Italien) April 2-5 
im Jahre 1975 auf der Hotine - Konferenz…“. (F. Bocchio, E. Grafarend, N. Grossman, J.G. Leclerc, 
A. Marussi:  Elie Cartan and Geodesy. Bollettino di Geodesia e Scienze Affini, 37(4), 1978.) 


Wegen der Wichtigkeit  dieser Frage sei dies auch für den Nichtgeodäten an einem einfachen Bei-
spiel, dem klassischen Nivellement, näher erläutert. 


Es sei die unbekannte Höhe H eines Berges B durch Nivellement von einem bekannten Ausgangs-
punkt A aus zu bestimmen.  Dazu geht man von A nach B und misst mit einem sogenannten Nivellier-
instrument (eigentlich einer Verallgemeinerung der Wasserwaage) die sukzessiven Höhendifferenzen 
zwischen aufeinanderfolgenden Zwischenpunkten auf der Wegstrecke von A bis B. Folgt man der 
Intuition (oder einer ganz einfachen Vermessungsausbildung), so müsste die Addition der gemesse-
nen Höhendifferenzen zwischen den sukzessiven Messpunkten von A bis B die Höhendifferenz  zwi-
schen A und B ergeben. Das tut sie aber nicht genau, nicht nur wegen der Messfehler, sondern vor 
allem wegen der Nichtparallelität der bereits erwähnten  Niveauflächen. Wären die Niveauflächen 
auf verschiedenen Höhen parallel (unscharf spricht man dann von Holonomität), dann würde dieses 
primitiv-intuitive  Verfahren  (abgesehen von Messfehlern) genau funktionieren.  In der Natur sind 
benachbarte Niveauflächen aber nicht exakt parallel, und daher funktioniert  das reine Summieren 
für Höhendifferenzen auf langen Wegen  zwischen Berg und Tal nicht. (Auf einer lokalen Baustelle 
darf der Bautechniker freilich diese Feinheiten vernachlässigen, ohne dass das Haus zusammen-
bricht!)  „Nivellierte Höhendifferenzen“ zwischen Berg und Tal sind aber nicht „holonom“, man 
spricht von Anholomität („an“ heißt auf Griechisch „nicht“).  Nach Cartan kann man diese Anholomi-
tät mathematisch exakt allgemein formulieren, und Grafarend benützt sehr schön diesen Umstand  
in der physikalischen Geodäsie,  wie wir schon erwähnt haben. 


Das klassische Nivellement misst eigentlich Differenzen des schon erwähnten Geopotentials, die 
streng genommen physikalische Größen sind. 


Relativistische Geodäsie   


Grafarend wäre kein theoretischer Physiker und moderner Differentialgeometer, wenn er sich nicht 
mit der Relativitätstheorie Einsteins beschäftigte. Relativistische Effekte sind sehr klein, weil sie 


grundsätzlich durch das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit  c  ( c  300 000 km/sec) dividiert auftre-
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ten. In der Satellitengeodäsie sind die relativistischen Korrektionen an der Grenze der Messgenauig-
keit (bisher etwa 10-9), sie können und müssen aber bei der Berechnung präziser Satellitenbahnen 
mitgeführt werden.  


In den letzten Jahren aber gelang ein Durchbruch: Die Messgenauigkeit bei einer 
Atomuhr am Institut NIST in Boulder, Colorado (http://en.wikipedia.org/wiki/NIST-F2) stieg so 
enorm, dass das mit der Höhe zusammenhängende Geopotential W direkt gemessen werden kann, 
und das mit einer Genauigkeit  für die grundlegende physikalische Größe W, die an eine geometri-
sche Genauigkeit von etwa 1 m heranreicht. (Gemessen wird zu  diesem Zweck eine relative Genau-


igkeit für die Frequenz f  von f / f  10-16.)  Ein solches Gerät misst das Geopotential W als solches 
(mit dem oben genannten klassischen Nivellement kann man nur relativ kleine Differenzen von W  
messen)  und könnte daher vielleicht „Geopotentiometer“ genannt werden, in genauer Analogie zum 
bekannten (Absolut-) „Gravimeter“, das die Schwerkraft misst und das mit der geringeren Genauig-
keit der klassischen Mechanik auskommt. Das neue relativistische Gerät ist eine Atomuhr, die über 
300 Millionen Jahre auf 1 Sekunde stabil ist. 


Nun aber kommt eine Überraschung (zumindest für den Verfasser). Die Diskussion nach diesem 
Vortrag am 13.2.2015 ergab, dass auch andere Institutionen (z.B. in Deutschland und Japan) gerade 


in diesen Tagen an ähnlichen Atomuhren mit z.T. noch wesentlich höherer Genauigkeit, um f / f  


10-17 oder gar 10-18, arbeiten, entsprechend einem Abstand W  zweier benachbarter, noch trennba-
rer Niveauflächen W = konstant von etwa 1 dm oder gar 1 cm !  (Mitteilung von Jakob Flury an Hans  
Sünkel vom 16.2.2015, dem ich auch den Artikel „Optical Atomic Clocks“, arXiv:1407.3493  vom 
10.2.2015, verdanke.] Damit haben wir ein physikalisches Äquivalent zum globalen geometrischen 
„GPS-Nivellement“ von ebenfalls einer Genauigkeit von etwa 1 cm !                                                       


Beide Arten von Höhenmessung, das (relativistische) physikalische Nivellement und das (schon 
klassische) geometrische GPS- (oder GNSS-) Nivellement sind global, ergänzen einander und sind 
beide notwendig. Natürlich wird es noch einige Zeit dauern (und viel Können und Geld kosten), bis 
eine transportables relativistisches „Geopotentiometer“ operationell wird, aber es geht oft schneller 
als man denkt. 


Erik Grafarend, der immer die praktische Wichtigkeit der Relativitätstheorie betonte, hat wieder 
einmal Recht gehabt. 


Ausgleichungsrechnung  und mathematische Statistik.  


Je höher aber die gesuchte Genauigkeit ist, desto genauer muss man messen, desto genauer muss 
aber auch die mathematisch-physikalische Beschreibung sein. Man spricht heute gern von mathema-
tischen Modellen. Für den Geodäten ist es selbstverständlich, dass es eine absolute Genauigkeit nicht 
gibt. Der reinen Mathematik als solcher spricht man intern meist absolute Genauigkeit und Beweis-
barkeit  zu (obwohl  z. B. Kurt Gödel das etwas relativiert hat), aber das gilt nicht für empirische, also 
messende und rechnerische Anwendungen. (Misst man 3 Winkel in einem Dreieck, so ist die Winkel-
summe nicht genau 180 Grad.) 


Jetzt kommt aber ein Umstand, der von Nichtmathematikern oft als paradox empfunden wird. Die 
Mathematik liefert das Werkzeug, mathematische Modelle zu schaffen, die so exakt als möglich sind, 
aber physikalisch doch immer nur approximativ gelten. Wie kann man eine solche Approximations-
mathematik formulieren? Das hat sehr schön der bekannte Mathematiker Felix Klein (1849-1925)  
gesagt: „Die Geodäsie ist derjenige Teil der Geometrie, in welchem die Idee der Approximationsma-
thematik ihre klarste und konsequenteste Durchbildung  gefunden hat “. Sie macht also aus der Not 
eine Tugend, und das Stichwort heißt „mathematische Statistik“. 


Der Pionier für eine solche paradoxe Situation und ihre mathematische Bewältigung ist wieder der 
„princeps mathematicorum“  Carl Friedrich Gauß. Er schuf eine statistische Theorie der Messfehler 
und eine geniale Methode, den genauesten mit den Messfehlern kompatiblen Schätzwert zu liefern: 
die Ausgleichungsrechnung. (Der Schätzwert sei allerdings  noch so genau, er wird streng genommen 
immer nur approximativ bleiben, und daraus folgt, dass er auch nicht ganz eindeutig ist: er hängt von 
der verwendeten Ausgleichungsmethode ab.) Als ich mein Geodäsiestudium abschloss (1959), war 
gerade das Satellitenzeitalter angebrochen, und die Genauigkeit lag etwa bei 10-6 (1 mm auf 1 km); 
heute spricht man von 10-17  (Verhältnis eines Atomdurchmessers zum Erddurchmesser). Die der 
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Statistik zugeordnete Disziplin der reinen Mathematik ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung , vorneh-
mer Wahrscheinlichkeitstheorie. In der Terminologie gelten mathematische Statistik, Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Wahrscheinlichkeitstheorie als synonym.  


Aber nicht nur die Messungen, sondern auch in der Natur vorkommenden Größen, wenn sie unre-
gelmäßig genug sind, können vorteilhaft mit mathematischer Statistik behandelt werden. Das klassi-
sche Beispiel ist die Meteorologie und die darauf beruhende Wettervorhersage. Man spricht auch 
von „stochastischen Prozessen“. Sie können mathematisch äußerst schwierig und hochkompliziert 
sein. 


Hier fühlt sich Grafarend in seinem Element. Er verwendet moderne Schätztheorie, Statistik und 
Wahrscheinlichkeitstheorie auf höchstem Niveau, einschließlich der Darstellung des Erdschwerefel-
des als stochastischer Prozess  auf Flächen (Kugel und Ellipsoid). 


Kartographie und Kartenprojektionen  


Schon früh hat Erik Grafarend seine mathematischen Kenntnisse in neuartiger Weise auf das klassi-
sche Gebiet der mathematischen Kartographie angewendet.  


Photogrammetrie und Fernerkundung 


gelten als spezielle Fachgebiete der messenden und rechnenden Geodäsie (letztere heute allgemein 
als Geoinformatik zusammengefasst). Grafarend hat sich intensiv auch mit diesen Gebieten beschäf-
tigt. 
Er hat seine Forschungsergebnisse in einer Reihe von Büchern niedergelegt. 
 


Allgemeines und Schlusswort   


Erik Grafarend ist ein durch und durch mathematisch-physikalischer Denker. Er ist aber auch ein fein-
sinniger und stets hilfsbereiter Mensch (was ich persönlich erleben durfte). Auch seine vielseitigen 
Interessen (von Musik bis Philosophie) und sein Humanismus sind bemerkenswert. Er ist er ein selte-
ner Universalgelehrter, der an Gottfried Wilhelm Leibniz erinnert. 


 


Adresse des Verfassers:  


Prof. Dr. Helmut Moritz, Mariatrosterstraße 114, 8043 Graz, Österreich; helmut.moritz@tugraz.at 
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Zusammenfassung  


Im Jahre 1878 veröffentliche Heinrich Bruns hier in Berlin seine grundlegende Arbeit zur Bestimmung 
der Figur der Erde in Form eines die Erde umspannenden Polyeders und des Geoids. Hundert Jahre 
später folgte „Operational Geodesy“ von Erik W. Grafarend, eine zu diesem Thema ebenso grundle-
gende Arbeit. In ihr wird der Zusammenhang zwischen geodätischen Messgrößen und den Darstel-
lungsparametern der Erdfigur und des Gravitationsfeldes der Erde, einschließlich des Schätzprozesses 
umfassend analysiert. Am Beispiel des Nivellements zur Bestimmung von Potentialwerten von Ge-
ländepunkten lassen sich die Rolle des Rangdefekts und die Prinzipien der Datumswahl und Datums-
festlegung einfach zeigen. Die Satellitengeodäsie schuf nun eine zum Nivellement alternative Metho-
de der Bestimmung von physikalischen Höhen und Potentialwerten von Geländepunkten. Die Poten-
tialwerte ergeben sich dabei an GPS-Punkten  aus den Ergebnissen der modernen Satellitengravimet-
rie als Lösung der geodätischen Randwertaufgabe. Damit entsteht erstmals die Möglichkeit zur Pla-
nung eines global einheitlichen, genauen Höhenbezugssystems einschließlich seiner Realisierung.  


Abstract.  


In 1878 Heinrich Bruns published here in Berlin his fundamental work on the determination of the 
figure of the Earth – expressed as a global polyhedron – together with the geoid. One hundred years 
later, Bruns’ work was followed by a publication of comparable impact, “Operational Geodesy” by 
Erik W. Grafarend. In it the connection is established between the various geodetic observables and 
the parameters expressing the Earth’s figure and gravitational field. It also includes an analysis of the 
estimation procedure. Geodetic levelling for the purpose of determining geopotential numbers of 
terrain points is an example, with which the role of rank deficiency and of the choice of datum pa-
rameters can be simply demonstrated. Satellite geodesy gave us an alternative method of determi-
nation of geopotential values of terrain points. At GPS-points the geopotential is derived from gravity 
models of modern satellite gravimetry as a solution of the geodetic boundary value problem. Thus, 
there is now for the first time the opportunity to start the planning and realization of a truly globally 
consistent height system. 


 


Heinrich Bruns veröffentlichte 1878 in der Schriftenreihe des königlich-preußischen Geodätischen 
Instituts seine berühmte Schrift „Die Figur der Erde“ als Beitrag zur Europäischen Gradmessung, 
(Bruns, 1878). Er war damals gerade erst 30 Jahre alt. Diese nur 49 Seiten umfassende Arbeit ist ein 
bedeutender Beitrag zur Bestimmung der Figur der Erde und des Erdschwerefelds. Bruns unterteilt 
die damals verfügbaren geodätischen Messmethoden in fünf Klassen: die astronomische Ortsbe-
stimmung (Polhöhe, Länge und Azimut), Triangulation (Basislinie und Horizontalwinkel), Trigonomet-
risches Nivellement (Zenitwinkel), Geometrisches Nivellement und die Messung der Intensität der 
Schwere. Er weist nach, dass auf der Grundlage dieser Verfahren theoretisch eine Bestimmung der 
Erdfigur in Form eines die ganze Erde umspannenden Polyeders möglich ist. Er zeigt auf, dass sich 
zusätzlich an allen Polyederecken Schwerepotential und -anziehung, d.h. W und g bestimmen lassen 
sowie die globale Geoidfigur einschließlich ihrer Orientierung bezüglich der Erdachsen. Er diskutiert 
auch die praktischen Beschränkungen: Die Ungenauigkeit der Zenitwinkel wegen atmosphärischer 
Refraktion und  die Tatsache, dass  zwei Drittel  der Erdoberfläche von  Ozeanen überdeckt  ist, zu 
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Bruns‘ Zeiten aus geodätischer Sicht noch „terra incognita“. Von besonderer Aktualität ist seine Dis-
kussion der  Abweichung der Meeresoberfläche vom Geoid durch den Einfluss von Gezeiten, Windan-
trieb und Hoch- und Tiefdruckzonen.  
 


Hundert Jahre später, 1978 publizierte Erik Grafarend eine Arbeit mit dem Titel „Operational 
Geodesy“, (Grafarend, 1978). Diese Arbeit ist in ihrem Ansatz vergleichbar mit Bruns‘ „Die Figur der 
Erde“ und ähnlich grundlegend. Sie wurde veröffentlicht in „Approximation Methods in Geodesy“ 
(1978), herausgegeben von Helmut Moritz und Hans Sünkel. Dieses Buch enthält alle Vorlesungsma-
nuskripte der zweiten Internationalen Sommerschule über mathematische Methoden der Physikali-
schen Geodäsie, die 1977 in Ramsau/Österreich abgehalten wurde. Diese Schule war prägend für die 
Entwicklung der theoretischen Geodäsie in den Folgejahren. Zentrales Thema war die geodätische 
Kollokation. Dieses Verfahren wurde von Torben Krarup und Helmut Moritz entwickelt und von die-
sen auch auf der Sommerschule dargelegt. Es lieferte das theoretische Fundament für die Lösung der 
Geodätischen Randwertaufgabe auf der Grundlage von beliebig auf der Randfläche und im Außen-
raum verteilten gemessenen Schwerefunktionalen. Die Kollokation stellt gleichzeitig eine lineare 
Näherung zur Lösung des sogenannten Molodenskiiproblems dar, das Molodenskii 1945 (Molo-
densky et al., 1962) als hypothesenfreien Ansatz zur Bestimmung der Erdfigur und des Schwerefelds 
im Außenraum entwickelt hatte.  


Worum geht es bei der operationellen Geodäsie von Erik Grafarend? Meine Antwort ist subjektiv 
und vom Urheber nicht autorisiert. Ich sehe diese Arbeit als Überbau eines eigenen wissenschaftli-
chen Programms und Grundlage vieler der  darauffolgenden Arbeiten. Sie enthält auch eine Einord-
nung von sowohl Kollokation als auch der Theorie von Molodenskii in ein übergeordnetes Gesamt-
modell.  Erik Grafarend definiert seine operationelle Geodäsie so: „the branch of geodesy where 
coordinates of points on the earth surface and in its interior or exterior space are computed from 
geodetic observables“(ibid, S.237). Koordinaten umfassen dabei neben rein geometrischen kartesi-
schen oder krummlinigen Koordinaten auch so genannte Schwerefeldkoordinaten, d.h. das aus ast-
ronomischer Breite und Länge und Potentialdifferenzen bestehende Koordinatentripel. Die klassi-
schen geodätischen Netze in 2D oder 3D werden von Grafarend – wie bei Heinrich Bruns   ̶ als finite 
Elemente, d.h. als diskrete Näherung der Erdfigur an ein Kontinuum aufgefasst; die Aufgabe schließt 
außerdem die Bestimmung des Schwerefelds an der Erdoberfläche und im Außenraum ein. Eine wei-
tere wichtige Generalisierung ist die Erweiterung der Punktbestimmung auf die Inter- und Extrapola-
tion in den Außen- und Innenraum der Erde. Kern seiner Arbeit ist die detaillierte Analyse aller geo-
dätischer Beobachtungsgrößen und ihres Beitrags zur Lösung der geodätischen Aufgaben. Letzteres  
bedingt die Untersuchung des eigentlichen Schätzprozesses: die Frage des deterministischen oder 
stochastischen Charakters aller vorkommenden Größen, die Analyse des Abbildungsprozesses, be-
fruchtet von den damals neu erschienenen Arbeiten von Rao, z.B. (Rao & Mitra 1971), oder im 
deutschsprachigen Raum von Toutenburg, etwa (Bibby & Toutenburg, 1977) und die Klassifizierung 
der dazugehörigen Schätzer, die Erik Grafarend in den Folgejahren gemeinsam mit Burkhard Schaffrin 
weiter ausbaute, z.B. (Grafarend & Schaffrin, 1993).  Bausteine seines Ansatzes sind eine hierarchi-
sche Systematisierung der Bezugssysteme, der Linearisierungsprozess einschließlich der Wahl des 
Referenzsystems sowie die  Analyse von Rangdefekten sowie ihre Beseitigung in Form einer Datums-
festlegung. Die Hierarchie der Bezugssysteme wird in einer darauffolgenden Arbeit noch umfassen-
der dargestellt, (Grafarend, Mueller, Papo & Richter, 1978). Die Beobachtungsverfahren der damals 
aufkommenden Satellitengeodäsie werden noch nicht einbezogen.  Grafarends „Operational Geode-
sy“ stellte einen fundamentalen Beitrag zur Strukturierung und Systematisierung der Geodäsie dar. 


Die einfachste Form eines geodätischen Netzes ist das Nivellement. Dabei werden Potentialdiffe-
renzen zwischen Geländepunkten entlang Nivellementlinien aus dem Produkt von nivelliertem Hö-
henunterschieden und gemessenen Schwerewerten abgeleitet. Absolute Potentialwerte, sogenannte 
Geopotentielle Koten entstehen durch die Festlegung eines frei gewählten  Ausgangswertes an ei-
nem frei gewählten Bezugspunkt. Üblicherweise ist dies der Wert Null auf dem Niveau des mittleren 
Wasserstands eines Meerespegels. Man spricht von Datumsfestlegung, Datum und Datumspunkt. Die 
Genauigkeit der Höhenwerte nimmt mit zunehmenden Abstand der Linienpunkte vom Datumspunkt 
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ab. Am Beispiel des Nivellements lassen sich die allgemein gültigen Eigenschaften der Datumsfestle-
gung demonstrieren: 
 


- Mit der Datumsfestlegung wird die minimal notwendige Information eingeführt, um den Da-
tumsdefekt eines geodätischen Netzes zu beseitigen. Im vorliegenden Fall ist dies der Schritt 
von Potentialdifferenzen zu Geopotentiellen Koten. Mathematisch entspricht dies der Besei-
tigung des Nullraums bzw. des Rangdefekts des zu lösenden linearen Gleichungssystems. 


- Die Datumparameter sind frei wählbar. In unserem Beispiel sind Bezugspunkt und Bezugs-
wert frei wählbar. Natürlich entspricht es unserem natürlichen Empfinden besser, den Hö-
henwert an einem Pegel festzulegen und nicht irgendwo entlang der Linie und als Bezugshö-
he auf Meeresniveau Null zu wählen. Über eine S-Transformation lässt sich eine Datumfest-
legung in jede andere transformieren, (Baarda, 1967 oder Grafarend, Knickmeyer & Schaff-
rin, 1982). 


- Die Datumsparameter sind deterministische Größen, nicht stochastische. Dies bedeutet, dass 
zum Beispiel Fehlerellipsen am Datumspunkt zu null schrumpfen. 


- Werden mehr Datumsgrößen festgelegt als theoretisch notwendig, wird auf das geodätische 
Netz ein Zwang ausgeübt. Es könnte zum Beispiel eine Verbiegung eines Höhennetzes ent-
stehen, wenn man in einem Nivellementsnetz statt einem Potentialwert zwei oder mehrere 
festlegt. 


Mit den Möglichkeiten der Satellitengeodäsie entstand eine alternative Methode der Höhenbestim-
mung, das sogenannte „GNSS-Nivellement“, z. B. (Rummel, 1986 oder 2012). GNSS ist die Abkürzung 
für Global Navigation Satellite Systems und umfasst neben GPS das russische Glonass-System, das 
europäische Galileo und das chinesische Beidou. Mit GPS sind Positionen und Positionsdifferenzen 
zwischen Geländepunkten zentimetergenau bestimmbar. Die dreidimensionalen kartesischen Koor-
dinatendifferenzen im erdfesten System lassen sich in ellipsoidische Koordinatendifferenzen trans-
formieren, d.h. in ellipsoidische Breiten-, Längen und Höhendifferenzen.  Die neuesten Modelle des 
Schwerefelds der Erde aus einer Kombination von GOCE und GRACE, (Pail u.a., 2010 oder Bruinsma 
u.a., 2014) ermöglichen die direkte Bestimmung des Schwerefeldpotentials an diesen Geländepunk-
ten (ergänzt durch die Details aus regionalen Geoid- bzw. Schwerefeldmodellen). Dieses Verfahren 
liefert geopotentielle Koten in einer Qualität, die einer Höhengenauigkeit von wenigen Zentimetern 
entspricht. Damit können nun einerseits die Niveauunterschiede zwischen den unterschiedlichen 
nationalen oder kontinentalen Höhensysteme bestimmt und damit eine Vereinheitlichung der Hö-
hensysteme erreicht werden, (Gruber u.a., 2012),  es können aber auch existierende Verformungen 
der großen Höhennetze aufgedeckt werden. So konnte ein Jahrzehnte andauernder Disput über die 
Qualität des nordamerikanischen Höhensystems beigelegt werden, vgl. (Woodworth u.a., 2012, Hig-
ginson u.a., 2015, siehe auch Wang u.a., 2012).  


Aus der Physik ist bekannt, dass nur Potentialdifferenzen messbar sind, nicht jedoch das „absolu-
te“ Potential. Dennoch, aus der Lösung der geodätischen Randwertaufgabe (GRWA) folgt das  Schwe-
repotential. Dies wurde schon von Bruns (1878) erwähnt. Es wurde in (Heiskanen & Moritz, 1967, S. 
103) am Beispiel der Bestimmung des  N0-Terms  erläutert und mit seinem theoretischen Bezug zur 
Lösung der Geodätischen Randwertaufgabe ausführlich in (Sacerdote und Sansò, 2001) diskutiert. 
Durch die Regularitätsbedingung bei der Lösung der GRWA – das Potential konvergiere nach null 
gegen unendlich – lässt sich das Schwerepotential auf der Erdoberfläche und im Außenraum bestim-
men. Die Datumsfestlegung erfolgt durch die Einführung der Regularitätsbedingung, man berechnet 
demnach an der Erdoberfläche Potentialdifferenzen bezüglich null im Unendlichen. Man könnte aber 
auch einen beliebig anderen Randwert im Unendlichen einführen. Als Lösung der GRWA wird dem-
nach auch der Potentialwert auf der Geoidfläche schätzbar, dieser wird in der Geodäsie als W0 be-
zeichnet. Pionierarbeit zu diesem Thema leisteten Burša  und Kollegen (Burša u.a., 1997, Burša u.a., 
1999 oder Bursa u.a., 2007) sowie Grafarend und Ardalan, siehe (Grafarend & Ardalan, 1997, Ardalan 
& Grafarend, 1999).  


Wie entsteht jedoch auf dieser Grundlage ein globales Höhenbezugssystem? In Analogie zur Be-
stimmung eines erdfesten Koordinatensystems für die Beschreibung der Geometrie des Erdkörpers 
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und von Satellitenbahnen im Außenraum sollte man unterscheiden zwischen der Definition des Ko-
ordinatensystems und dessen Realisierung in der Natur, der sogenannte Koordinatenrahmen, siehe 
zum Beispiel (Petit & Luzum, 2010, Altamimi u.a., 2011).  Bei der Geoiddefinition kann die Geodäsie 
zurückgreifen auf die historisch bedeutsamen Definitionen von Gauss, Bessel und Listing. Eine Defini-
tion des Gesamtsystems ist jedoch komplex. Es muss Sicherheit bestehen, dass die Potentialwerte 
unter Benutzung einheitlicher Standards zustande kommen. Dies betrifft die Wahl der Naturkonstan-
ten, der Konstanten des Normalschwerefelds, des Modells der permanenten Gezeiten, der Behand-
lung der Atmosphärenmassen, des Schwerefeldmodells einschließlich seiner regionalen Verfeinerun-
gen und des Rechenmodells. Es muss durch eine Vereinbarung gewährleistet werden, dass global 
einheitlich an jedem Ort die Potentialwerte berechnet werden. Es sei in diesem Zusammenhang auf 
die klassischen Arbeiten von Mather (1978) und Moritz (1980) hingewiesen. Auch die Realisierung 
des Geoids in der physikalischen Wirklich bedarf einer internationalen Vereinbarung: Man könnte 
zum Beispiel als Geoid bezeichnen als eine Äquipotentialfläche des Erdschwerefelds, die festgelegt 
ist: 


 
- durch den mittleren (18,6 Jahre) Wasserstand eines ausgewählten Meerespegels, zum Bei-


spiel Amsterdam 
- durch ein raum-zeitliches Mittel der Wasserstände eines global verteilten Ensembles von 


Meerespegeln oder 
- durch  die raumzeitliche mittlere Meereshöhe aus 20 Jahren erfolgreicher Satellitenaltimet-


rie.  


Die Realisierung eines globalen Höhenbezugssystems und -rahmens scheint gut machbar auf einem 
Genauigkeitsniveau von ca. 10-8 relativ zum Erdradius (≈ 10 cm). Sie ist bereits sehr komplex, will man 
eine Relativgenauigkeit von 10-9 erreichen und schließlich kaum realisierbar für noch höhere Genau-
igkeiten. Der Grund dafür liegt in der Dynamik des Erdsystems. Die feste Erde, auf der die geodäti-
schen Bezugspunkte verankert sind, ist eben nicht fest, durch Massenverlagerungen im Erdsystem 
verändert sich zudem der Bezug zwischen Massenzentrum der Erde und Koordinatenursprung des 
Terrestrischen Referenzsystems und schließlich verändern Massenumverteilungsprozesse im Erdsys-
tem (kontinentale Hydrologie, Eismassenverlust, Meeresspiegelschwankungen) unentwegt das Gravi-
tationsfeld und seine Niveauflächen. Angesichts der enormen Fortschritte in Positionierung und 
Schwerefeldbestimmung ist es jedoch an der Zeit, die Weichen zu stellen für eine operationelle Rea-
lisierung eines globalen Höhenbezugssystems und -rahmens. 


Erik W. Grafarend hat mit seinen Arbeiten die Entwicklung der theoretischen Grundlagen der Ge-
odäsie  maßgeblich beeinflusst.  Grundlegende Gedanken zu Struktur und Inhalt der Geodäsie gehen 
auf seine Arbeiten zurück, wobei Grafarend sich immer inspirieren ließ durch die aktuellen Entwick-
lungen der Mathematik und theoretischen Physik. Eleganz und mathematische Exaktheit sind seine 
Markenzeichen. Sein aktives Interesse an den Arbeiten der jungen Generation, seine Ratschläge, die 
Betreuung sehr vieler junger Geodäten und sein unübertreffliches Netz von  internationalen Kontak-
ten in der Geodäsie und ihren Nachbardisziplinen war und ist eine unschätzbare Bereicherung für 
unsere Disziplin. Anlässlich seines 75. Geburtstags bedanken wir uns herzlich. Gleichzeitig erhoffen 
wir uns noch viele wissenschaftliche Beiträge, Ideen, Weihnachtsbriefe und persönliche Ratschläge 
von unserem Freund Erik W. Grafarend. 
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Jóef Ádám  


Erik W. Grafarend and Hungary 


 


Greeting address of the Budapest University of Technology and Economics (BME) and the Earth Sci-
ences Section of the Hungarian Academy of Sciences (HAS) in the Scientific Colloquium organized by 
the Leibniz Society of Sciences at Berlin in February 13, 2015 in Berlin on the occasion of the 75th 
birthday of Professor Erik W. Grafarend. 
 
 
Dear Mr. Chairman, Colleagues, Ladies and Gentlemen! 


On behalf of the Hungarian geodesists, and representing the BME and HAS I would like to con-
gratulate Professor Erik W. Grafarend, Doctor honoris causa (Dr. h.c.) of our Technical University 
(BME) and Honorary Member of our Academy of Sciences (HAS) to his 75th birthday. He is well-
known and held in great respect among geodetic community of my country. 


Professor Grafarend is world-wide respected for his outstanding effective activities a) in geodetic 
sciences, b) in the international scientific life (in particular in the field of IAG), as well as c) in his per-
sonal relations and connections. His scientific work presented in his well-known books, publications, 
papers and lectures as well, has basically contributed to the recent development of the geodetic 
sciences. His scientific achievements, impacts and influences will be emphasized in this Colloquium in 
a multi-coloured way today. 


Beside his scientific achievements we highly appreciate his intensive and long-standing coopera-
tion with Hungarian scientific institutions and scientists. We may state without exaggeration that 
Professor Erik W. Grafarend is a permanent guest in Budapest and Sopron since around the turn of 
1960/1970’s. Therefore, furthermore I’ll deal with his close connection to Hungary. 


Firstly he came in close contact with Ferenc (Frédi) Halmos at the Geodetic and Geophysical 
Reserch Institute (GGRI) of the HAS in Sopron at the end of 1960’s. Erik wrote his PhD Thesis in gyro-
scopes around 1966 and that time Ferenc Halmos carried out intensive investigations in the field of 
gyroscopic theodolites (he was also an expert in this field). On the basis of this common professional 
interest they became good friends and realized many topic meetings both in Bonn and Sopron. Un-
fortunately, due to the early death of Professor Ferenc Halmos (*05.09.1931 - †21.10.1980) this con-
tact was broken off. However, later a new contact started end of 1980’s at the GGRI with Péter Varga 
which became a cordial friendship and fruitful scientific cooperation between them until now. 


Professor Grafarend’s next early contact in Hungary was with Ákos Detrekői at the TU Budapest 
(BME) started at the beginning of 1970’s. Ákos was his first Alexander von Humboldt (AvH) Founda-
tion guest from my country at Bonn University in 1974/1975. They visited each other for numerous 
events. Last visit of Professor Ákos Detrekői as AvH-Fellow in Stuttgart was in 2011, just one year 
before his sudden death. An other contact at BME is related to myself where I’m working since early 
of 1990’s. However we met first at the 3rd International Symposium on the „Geodesy and Physics of 
the Earth”, Weimar, former GDR, October 25-31, 1976 since Erik usually attended the „Geodesy and 
Physics of the Earth” Symposiums (Karl-Marx-Stadt (now Chemnitz), 1980; Magdeburg, 1984 and 
Potsdam, 1988) organized by the former ZIPE headed by Professor Heinz Kautzleben as well as the 
„Intercosmos Scientific Conferences” (e.g. in Budapest, 1977) organized in the so-called „Eastern 
Europe”. 
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After graduation at the BME, where I studied geodesy and surveying, I was working as a research 
associate at the Satellite Geodetic Observatory (at station Penc) of the Hungarian Geodetic Survey 
between 1974 and 1992. Results of my research and scientific investigations were presented at the 
mentionedinternational symposiums as well as e.g. at the VIIIth Hotine Symposium on Mathematical 
Geodesy (Como, Italy, 9-11 September, 1981; my first trip to a western country as a „scientific tour-
ist”, a great privilage for an eastern European young fellow that time) where I met a few times with 
Professor Erik W. Grafarend. In the meantime he invited me to stay for a research work in his Insti-
tute at the Stuttgart University by a support of the AvH Foundation. My application to the AvH Foun-
dation was successful and I could spend only a half year (between May 1 and October 30 in 1985, 
appr. 30 years ago!) at the famous Geodetic Institute of Stuttgart University with Professor Erik W. 
Grafarend as my host. For a shorter-longer overlapping eight (!) Humboldt Fellows (J. Ádám, F. Crosil-
la, P.A. Cross, K. Eren, M.K. Fujimoto, P. Holota, A. Leick and L. Svensson), further Bernhard Heck with 
Heisenberg-fellowship, top scientists (Professors N. Grossmann, B. Schaffrin, P. Vanicek and D.E. 
Wells) and PhD students from Germany stayed in Stuttgart during my half year stay there. It was a 
great possibility for me as a young research fellow to meet scientists from different countries and 
from different field of geodetic sciences. I will never forget this period of my life which was efficient 
and successful for my further carrier. 


In all Professor Erik W. Grafarend kindly received for common researches in his Institutes and 
hosted three AvH-Fellows from Hungary; namely Ákos Detrekői (in 1974/2011), myself in 1985 and 
Péter Varga (in 1988 and several times). Here I would like to mention that an other Hungarian scien-
tists, namely Professor Ivan I. Mueller from USA (Iván István Müller emigrated from Hungary in 1956) 
had been one year with him in Munich in 1976 when Erik was working for the FAF University. Profes-
sor Mueller was also supported by the AvH Foundation by a special Award. 


Professor Grafarend participated at numerous scientific meetings in Budapest and Sopron. Just to 
mention a few ones: a) International Symposium on Satellite Geodesy, Budapest, June 28-July 1, 
1977 (see photo 1); b) International Symposium on Optimization of Design and Computation of Con-
trol Networks, Sopron, July 4-10, 1977;  c) Winter Seminar on Geodynamics, Sopron, 1989 (see photo 
2);     d) Second Continental Workshop on the Geoid in Europe, Budapest, March 10-14, 1998 and  e) 
IAG2001 Scientific Assembly on „Vistas for Geodesy in the New Millennium”, Budapest, September 2-
7, 2001 (see photo 3). He made a great assistance and contribution (as invited speaker, lecturer, sec-
tion chairman, member of the LOC’s scientific committee, etc) for the success of these meetings. 


Beside international scientific symposiums Professor Erik W. Grafarend visited our academic in-
stitutions (BME and HAS) numerous occasions and naturally presented invited lectures at the HAS 
(e.g. „Der Einfluss des Schwerefeldes auf hochgenaue geodatische Netze” in April 8, 1987) as well as 
at the BME (e.g. „The Geodetic Cosmos” in October 3, 2014). 


Professor E.W. Grafarend wrote a scientific book together with Hungarian co-authors, namely 
Professor Béla Paláncz and Dr. Piroska Zaletnyik (Awange, J.L.-Grafarend,E.W.-Paláncz B.-Zaletnyik P.: 
Algebraic Geodesy and Geoinformatics (2nd ed.). Springer, 2010.) and an other one with Loránt 
Földváry as well. Moreover numerous scientific publications (papers, lectures) with Professor Péter 
Varga demonstrate the results of common research programs.  


He accepted and hosted BME’s colleagues of my Department (Piroska Zaletnyik and Loránt 
Földváry) with different Fellowships in his Institute of Stuttgart University during past few years. 


In order to express our honour and gratitude in appreciation of Professor Grafarend’s scientific 
activities as well as his cooperation with Hungarian institutes and scientists he was awarded with the 
Doctor honoris causa (Dr. h.c.) of the Budapest University of Technology and Economics (BME) in 
1998. The corresponding diploma was handed over to him in the frame of an official BME’s Senat 
meeting in March 30, 1998 (see photo 4, 5 and 6). Mr. Árpád Göncz, President of the State of Hunga-
ry, a famous writer and translator (awarded by Doctor honoris causa of the Ohio State University) 
attended this meeting officially. 


Professor Grafarend was also awarded with the „Hungarian Humboldt-Prize 2009” by the Hum-
boldt Society of Hungary. This award was handed over to Erik in the frame of the general assembly of 
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our Humboldt Society in Budapest in June 13, 2009 and after this official celebration he presented an 
invited scientific lecture under the title „Loránd Eötvös und die moderne Schweregradiometrie”. 


Furthermore he was elected as Honorary Member of the Hungarian Academy of Sciences in 
2010 and kindly asked to present an inaugural address. This expectation gave him a good chance to 
visit again us in Budapest, Hungary. His scientific presentation (inaugural lecture) was delivered at 
the famous headquarter of the HAS under the title „From Eötvös to the Satellite Mission GOCE: Satel-
lite Gradiometry” in September 21, 2010. 


All in all his active connection with the HAS’ GGRI as well as with the BME’s Department of Ge-
odesy and Surveying has been fruitful for many decades. The well-deserved high acknowledgement is 
expressed by a common greeting letter of the leaders of two academic institutions that is the BME 
and the Earth Sciences Section of HAS (see attachment). Dear Erik we thank you most cordially for all 
what you have done for us. Finally special thanks should go to Ulrike to keep Erik in good shape and 
condition (see photo 7). May we wish both of you happiness, good luck and in particular good health 
for many years to come. 


 


 


Abbildung 1: Photo At the opening plenary meeting of the International Symposium on Satellite Geodesy. First 
row (from right to left): Mrs. Tóth, Ivan I. Mueller, Erik W. Grafarend, Ferenc (Frédi) Halmos, Ákos Detrekői, 
András Szentesi (chairman of the LOC) and József Ádám. 


 


Abbildung 2: Photo Group photo of the participants of the Winter Seminar on Geodynamics at Sopron in 1989. 
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Abbildung 3: Photo Group photo made from a part of the participants of the IAG2001 Scientific Assembly in 
Budapest in September 1-7, 2001. In the middle is Professor Erik W. Grafarend among his friends. 


 


Abbildung 4: Photo Erik W. Grafarend receiving his Doctor honoris causa (Dr. h.c.) award from Ákos Detrekői, 
Rector Magnificus of the BME in March 30, 1998. 


 


 


Abbildung 5: Photo Erik W. Grafarend during his acceptance speech. 
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Abbildung 6: Photo Erik W. Grafarend shaking hands with Mr. Árpád Göncz, President of the State of Hungary. 


 


 


Abbildung 7: Photo Erik and Ulrike during a discussion meeting at the Kövesligethy Seismological Observatory of 
the HAS’ GGRI in Budapest in September, 2010 (photo by Péter Varga). 


 


Adresse des Verfassers:  


József Ádám, Department of Geodesy and Surveying, Budapest University of Technology and Eco-
nomics, Budapest, HUNGARY 
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Péter Varga  


Long-term variations of the gravitational potential and of the geodynam-
ical properties of a deformable Earth due to axial despinning 


 


Abstract 


The aim of the present study is to investigate the variation of global geodynamical and tectonic pro-
cesses during the Phanerozoic (Pz) and to some extent during the Archean (Arch, 3.8-2.5 Ga BP) and 
Proterozoic (Ptz, 2.5-0.54 Ga BP). For this purpose first the strength of the virtual dipole moment 
(VDM) obtained with the use of results of paleomagnetic observations and the length of day (LOD) 
determined on the basis of paleontological and paleosedimentological data for the last 2.5 Ga will be 
investigated. We shall demonstrate that in the case of early Earth the strength of the virtual dipole 
moment was significantly smaller than during Pz. Although this increase for the last 3.5 Ga is statisti-
cally significant it is connected with considerable uncertainty. The long term despinning of the axial 
rotation due to tidal friction underwent also significant changes and it has been found that the LOD 
increased on average 4.4 times faster during the Pz than before, during Ptz and Arch. 
 
Keywords: Phanerozoic, Proterozoic, Archean, virtual dipole moment, length of day,  
 


 


Introduction 


The problem of development of some main processes of global geodynamics during the Archean 
(Arc, 3.8-2.5 Ga BP), the Proterozoic (Ptz, 2.5-0.54 Ga BP) and the Phanerozoic (Pz, 0.54 Ga BP to 
present) – like the geomagnetic field, the length of the day (LOD) – will be analyzed in this study. We 
are going to investigate possible time variations of these phenomena in two steps: first independent-
ly for the Pz and than for the earlier eons (Arc+Ptz). By comparing data obtained for the epochs prior 
and after ~0.5 Ga we will demonstrate the remarkable changes in global geodynamics during the late 
Proterozoic and early Phanerozoic.  


The strength of the virtual dipole moment (VDM) of the geomagnetic field during Arch and Ptz 
was – according to many experts of paleomagnetic observations – about one half or even one quar-
ter of its present value (e.g. Miki et al., 2009; Tarduno et al., 2006 and 2007; Biggin et al., 2009; Ma-
couin et al., 2003 and 2004; Klaydson et al., 2007; Shcherbakova et al., 2012; Schreider et al., 2012; 
Yoshihara and Hamano, 2004; Varga et al., 2012). In contrast, other researchers are of the opinion 
that the field has not changed during the last 3.5 Ga (e.g. Smirnov et al., 2003; Yoshihara and 
Hamano, 2000; Selkin et al., 2008; Yu and Dunlop, 2001; Strik et al., 2005). The uncertainty is due to 
the sparsity of paleomagnetic data from the Early and Middle Archean. Moreover, it is possible that 
during this early period of the Earth the dipole character of the geomagnetic field was not as pro-
nounced as it became later.  


From the mid-twentieth century scientists have analyzed tidal rhythmites remaining in paleonto-
logical and paleosedimentological formations in attempt to extrapolate our knowledge on length of 
day (LOD) to remote geological past. Quantitative analyses of paleo-tidal data may facilitate more 
precise elucidation of tidal periodicities. The existing data indicates that the Earth experienced in Pz – 
in comparison with Arch and Ptz – a high rate of tidal dissipation which resulted in an increase of the 
speed of axial despinning (Abe and Ooe, 2001; Denis et al. 2002; Varga and Mentes, 2006; Zhang et 
al., 2012; Williams, 2000). 
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Geomagnetic data on geodynamical history 


The differentiation of the Earth into a metallic core and silicate mantle took place gradually over a 
time span of approximately 50 million years. In the liquid core the geomagnetic field was generated 
which was dipole-dominated throughout Earth’s history. It is generally accepted that the magnetic 
fields of planets and stars are influenced by axial rotation, but the exact role of the axial spin in field 
generation is still unclear. The oldest data about the field strength, expressed as virtual dipole mo-
ment (VDM) is 3.5 Ga old (Yoshihara and Hamano, 2004). For oldest field intensities still very short 
database is currently available. An undisputed fact is that the field has always been of the same order 
of magnitude and that it displayed the same kind of fluctuations since at least 3.2 Gy ago (Hulot et 
al., 2010). 


The values of VDM data for Archean and Proterozoic – as it was mentioned in the introduction – 
are very different in various papers. The data evaluation should take into account the significant 
short-period variability of the magnetic field. It is not certain that the ancient geomagnetic field 
changes were such as in our time. It can be mentioned – as an example – the fast attenuation of 
VDM in the course of XXth century. The 5%-per-century abatement of the geomagnetic dipole mo-
ment is of course an anomaly. Fast reduction of field strength holds also in less extent for more ex-
tended time-intervals. VDM values derived from archeomagnetic data from the present epoch till 
12 000 BP show that the dipole moment decrease is significantly smaller (0.4%-per-century), but in 
the light of history of geomagnetic field it is still a high value (Varga et al., 2007). Therefore, a paleo-
magnetic analysis of individual geological formations characterize only a very short period. Conse-
quently  ̶  keeping in mind  ̶  high variabilitycan of geomagnetic field it can not be established un-
doubtedly that the VDM was lower in the Archean than at present. For this purpose very cautiously 
interpreted global data base is needed. Therefore to some extent, more reliable results can be ob-
tained with a joint processing of more VDM data. Result of Macouin et al. (2004) suggests the exist-
ence of a long-term evolution of the dipole field intensity during the past 3 billion years (from 3×1022 


Am2 at 1000-2000 Ma to 8×1022 Am2 at present times). Our regression calculation based on data by 


Tarduno et al. (2006) show that the VDM had a gradient of (1.60.3)1022Am2/Ga for the Arch+Ptz. A 
similar value was obtained from the data base published by Schreider et al. (2011) for the time from 


3.5 Ga to present ((1.30.4)1022Am2/Ga). 
For the purposes of the present study a catalogue of VDM data determined with the use of the 


Thellier-Thellier method was employed, which was published in authentic, internationally recognized 
contributions (Biggin et al., 2009; Sumita et al., 2001; Klaydson et al., 2007; Macouin et al., 2003; Miki 
et al., 2009; Schreider et al., 2012; Smirnov et al., 2003; Strik et al., 2005; Yu and Dunlop, 2001; Yo-
shihara and Hamano, 2000 and 2004). The catalogue consists of 212 data (74 for Archean-Proterozoic 
and 138 for the Phanerozoic). The statistical investigation of these data was carried out separately 
for the case of Arch+Ptz and for Pz (Fig. 1). For the time interval 3.500 Ga - 0.570 Ga the time de-


pendent slope is statistically different from zero (VDM=atime+b; a=(0.000197.8910-5) Am2/Ma), 
while for the Phanerozoic the temporal variation cannot be proven to be significant. This can be di-
rectly seen from the figure because the variation of the data around the regression line is quite big. 


The slope estimate is a=(0.000192.8410-4) Am2/Ma.  
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Figure 1: Dipolic geomagnetic moment values during the time intervals from 0.570 Ga to present (above) and 


from 3.500 Ga to 0,570 Ga (below). The straight lines shows the regression VDM=at+b with numerical values 


for the slope a=(0.000190.000284)Am
2
/Ma and a=(0.000197.8910


-5
)Am


2
/Ma for the Pz and Arch+Ptz re-


spectively. 


 
The question whether the slope estimate  a reflects a significant trend in the change of VDM in  the 
time-interval from 3.500 Ga to 0,570 Ga  (Arcean+Proterozoic) has been verified using a F statistical 
hypothesis test. Assuming identically normally distributed data the test statistics 


266== 22 .σ/aT aa  follows an F-distribution with n=55 degrees of freedom (number of data  


estimated parameters = 55). Using a confidence level of =5% the null hypothesis H0 a=0 is rejected 
on the basis of the critical value F0.05(1,55)=4.0. Consequently, the test supports that the slope is sta-


tistically significant. In case of time-interval from 0.570 to present 400== 22 .σ/aT aa  and n=136 


the value F0.05(1,136)=3.9>Ta  and consequently the slope estimate a statistically is not significant. 
Consequently the magnitude of the VDM monotonously increased during the Archean and Prote-


rozoic under the influence of some processes which took place in the liquid core of the Earth and 
which stopped at the beginning of Pz. The total energy of hydrodynamic currents generating the ge-
omagnetic field and occurring inside the liquid core could not increase in time. The growth of VDM 
was caused presumably by a process which strengthened the dipolic character of the geomagnetic 
field.  For example, this could happen by strengthening the dipolic nature of the geomagnetic field. 
 







Péter Varga Leibniz Online, Jg. 2015, Nr. 19 


Long-term variations of the gravitational potential  S. 4 v. 8 


 


 


Length of day (LOD) variations 


Among the phenomena influencing the long-term evolution and dynamics of the Earth only one has 
an external origin: the long-term despinning of axial rotation due to tidal friction. For the purpose of 
investigating this phenomenon a LOD data set has been compiled from the data mentioned in Varga 
et al. 1997, Yuangao et al. 2004, Zhenyu et al. 2007, and Zhang et al. 2012. Based on a statistical 
analysis of paleontological and paleosedimentological data obtained from the sequences of different 
colorations in fossil corals, bivalves and brachiopods for the Pz, and stromatolites and tidal deposits 
(tidalites) for the Ptz, it has been found that during the Pz the LOD increased on average at a rate of 
5.4 h/Ga (1.94ms/century), while during the Ptz, the average rate was only 1.24h/Ga 
(0.45ms/century), i.e. 4.4 times smaller (Fig. 2).  
 


 
 


Figure 2: Length of day data for the time intervals from 0.570 Ga to present (above) and from 2.500 Ga to 0,570 


Ga (below). The straight lines shows the regression line LOD= at+b with numerical values a=(0.00540.0006) 


h/Ma and a=(0.001240.00072) h/Ma for the Pz and Arch+Ptz respectively. 


 
The statistical study of LOD data base gives for the slope a (LOD=a·t+b) 


- (0.001240.00072) h/Ma for Arch+Ptz) 


- (0.00540.0006) h/Ma  for Pz.  
The significance of the trend estimate  of LOD  in the time-interval from 2.500 Ga to 0,570 Ga  (Arce-
an+Proterozoic) has been verified using again  F statistical hypothesis test. Assuming identically nor-


mally distributed data the test statistics 806== 22 .σ/aT aa  follows an F-distribution with n=11 


degrees of freedom (number of data  estimated parameters = 55). Using a confidence level of =5% 
the null hypothesis H0 a=0 is rejected on the basis of the critical value F0.05(1,55)=3.36. Consequently, 



http://www.springerlink.com/content/?Author=Yuangao+Qu
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the test supports that the slope is statistically significant. In case of time-interval from 0.570 to pre-


sent 2546== 22 .σ/aT aa  and n=55 the value F0.05(1,136)=2.80  is smaller than Ta  and consequent-


ly the slope estimate a statistically significant. 
Consequently, at 3Ga BP, an LOD was presumably of about 18.5-18.0 h. In contrast to the change 


rate LOD during Pz, however, the rate during the Ptz cannot be proven to be statistically significant. 
Reliability of the data for the epoch 3 Ga BP is partly confirmed by Eriksson and Simpson (2000), who 
detected tidal formations in the sedimentary rocks from South Africa, dating 3.2 billion years ago. 
Their analysis ascertains that tides were not unusually strong at that time and that the Archean (3.8-
2.5 Ga BP) lunar orbit was similar to that seen today. 


The effectiveness of tidal friction in regulation of LOD can be investigated with the use of total 
tidal energy ET, which can be determined as a sum of three energies (energy of axial rotation of the 
Earth, Moon’s orbital energy around the common centre of mass and the mutual potential energy): 
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Here C, ω and M are the polar moment of inertia, the angular speed and the mass of the Earth, am, 
nm and Mm are the Earth-Moon distance, the Moon’s orbital speed and the mass of the Moon respec-
tively. G is the gravitational constant. Using Kepler’s third law 
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Dropping the subscript T the basic equation for tidal dissipation can be obtained as a time derivative 
of the former equation: 
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The principle of conservation of momentum of the Earth-Moon system is 
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With a simple combination of the two last equations one gets 
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Because ω = 7.2685∙10-5 s-1 > nm = 2.425∙10-6 s-1 it can be assumed that 
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Using this equation it can be concluded that the energy dissipation E
&


 during the Pz was 3.21012 W, 


while prior to Pz it amounted to 0.71012 W. 


The kinetic energy of rotation is 
2
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2ωC
EK . Since C=const and 


LOD


π
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2
=  we get  


EK=constLOD-1. With the use of this equation it can be concluded that during the last 3 Ga the Earth 
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lost 33% of its rotational energy. The LOD 0.5Ga BP was ~21 h . This means that the rotational energy 
loss rate was 4.1 times higher during the Pz than earlier in the Arch and Ptz. 


The above findings imply that near the boundary of Ptz and Pz there took place a significant 
change in the despinning of the Earth’s axial rotation 


 


Discussion  


In previous sections features of geodynamic processes VDM and LOD during the Arch+Ptz and Pz 
were compared. The common feature of these processes is  that they were different before and dur-
ing the Phanerozoic (VDM stopped growing, the axial despinning rate became 4.4 times bigger).  


It is assumed that in the time between Neoproterozoic and early Phanerozoic the Earth has un-
dergone significant geological change. From the statistical point of view the clear increase of the 
VDM (possibly connected with magnetohydrodynamical processes in the Earth’s core) from Mesoar-
chean, was probably terminated around ~600 Ma BP. The growth of VDM at this time is associated 
by many authors with the growth of the inner core. In this case the development of the core was 
continuous from 3.5 Ga BP (or even from an earlier date) till ~600 Ma BP, when this process was 
probably, for some reason, completed. 


Two mechanisms may be invoked to explain the significant change in despinning of axial rotation. 
The first mechanism is connected with changes in the density redistribution in the core due to emer-
gence of solid inner core, which, in principle, can compensate the despinning effect of the tidal fric-
tion. This idea seems unlikely because the inner core formation is connected only with a slight inertia 
momentum change, which can not explain the significant change in despinning rate between Ptz and 
Pz (4.4 times). The second mechanism involves the idea that the effect of tidal friction is transmitted 
to the solid Earth through the oceanic tides in the shelf zones. The amount of exposed land (what is 
obviously related to the length of the shelf zones) during Pz is known to some extent (Fig. 3), but our 
knowledge for earlier eons about the area of continents is incomplete. According to Rogers and San-
tosh (2003) the amount of exposed land was much smaller before the Pz and therefore the length of 
shelf zones was also shorter. 
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Fritz Gackstatter  


Lunisolarer Einfluss auf die Entstehung von Erdbeben 


Herrn Erik W. Grafarend zum 75. Geburtstag 


______________________________________________________________ 


 


1. Klassifizierung der Springfluten nach Fergus J. Wood und das Große 2004/12/26 
Erdbeben in Indonesien 


Da bei Voll- oder Neumond die Gravitationskräfte von Mond und Sonne zusammenwirken sind bei 
den Syzygien die Fluten besonders hoch. Die Bezeichnung Springflut bringt dies zum Ausdruck. Die 
Gezeitenkräfte des Mondes sind umgekehrt proportional zur dritten Potenz des lunaren Abstandes.  


Darum sind die Springfluten dann besonders stark wenn der Mond auf seiner elliptischen Bahn 
um die Erde  nahe beim Perigäum ist. Fergus J. Wood hat in seinem wunderbaren Werk Tidal Dyna-
mics [1] die Springfluten in Abstandsklassen eingeteilt. Die beiden Klassen „extreme proxigean spring 
tides“ und „maximum proxigean spring tides“ sind durch extreme Mondnähe, 
 
(1)                            Parallaxe π ≥ 61′29.0′′oder Abstand 𝑟 ≤ 356641km, 
 
ausgezeichnet; siehe [1, II, p. 165]. Die beiden Klassen mit Eigenschaft (1) stehen nun im Mittelpunkt 
unserer Untersuchungen.  


In den Tafeln 16 und 16a in [1, I, p. 159-218] findet man die lunisolaren Ephemeriden für den Zeit-
raum 1600 – 2164, in Tafel 13 in [1, I, p. 141] stellt Wood eine Liste der Springfluten mit Eigenschaft 
(1) für die 400 Jahre von 1600 – 1999 zusammen. Ich habe diese Liste im neuen Millennium weiterge-
führt und 2006 folgende überraschende Beobachtung gemacht: 


Die erste Springflut mit extremer Mondnähe (1) im neuen Jahrtausend gab es am 10. Januar 2005. 
Einen halben synodischen Monat zuvor, am 26. Dezember 2004, hat ein Erdbeben der Magnitude 9.1 
vor der Küste von Sumatra den Tsunami im Indischen Ozean ausgelöst.  


Diese Entdeckung wurde in [2] veröffentlicht. Am 11. Januar 2007 habe ich darüber einen Vortrag 
vor der Sozietät gehalten. 
 
Im Anhang findet man die ersten beiden Seiten von Woods Tafel 16a mit den Daten 
 
(2)                                     2005/01/10        N        Parallaxe π= 61' 29.5''. 
 


2. Die vier extremen Springfluten im neuen Millennium und die großen Beben in Indo-
nesien 2004, Chile 2010 und Japan 2011 


Das zeitliche Zusammentreffen der extremen Springflut (2) mit dem starken Beben vor Sumatra ver-
anlasst zu weiteren Untersuchungen über den lunisolaren Einfluss auf die Entstehung von Erdbeben. 
Die Ergebnisse wurden in einer gemeinsamen Arbeit mit Christoph Gackstatter in [3] veröffentlicht. 
Am 9. Dezember 2010 habe ich vor der Sozietät einen Vortrag zum Thema gehalten. Nach Woods 
Tafel 16a stand die extreme Springflut 
 
(3)                                      2011/03/19        F        Parallaxe π= 61' 29.6'' 
 
bevor. Acht Tage zuvor, am 11. März 2011, gab es die Katastrophe in Japan. Unser Kollege Herbert 
Hörz hat diesen Sachverhalt in [4] erläutert. 
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Nach Tafel 16a hatten wir im neuen Millennium bisher vier Springfluten mit Abstandsnähe (1), an-
grenzende synodische Monate können von der Tafel abgelesen werden. Wir erstellen eine Liste mit 
den stärksten Erdbeben in diesen synodischen Monaten: 
 


2004/12/12        N        61'  8.2''         
2004/12/26        F                                                                9.1        Indonesien 
2005/01/10        N        61' 29.5''        extr. proxigean          
 
2008/12/12        F        61' 29.3''        extr. proxigean        
2009/01/03                                                                          7.7        Indonesien 
2009/01/11        F        61' 15.3'' 
 
2010/01/30        F        61' 29.3''        extr. proxigean 
2010/02/27                                                                           8.8        Chile 
2010/02/28        F        61' 10.5'' 
 
2011/02/18        F        61'  3.5'' 
2011/03/11                                                                            9.0        Japan 
2011/03/19        F        61' 29.6''        extr. proxigean 
2011/04/18        F        61'  6.7'' 


 
Die drei stärksten Erdbeben im neuen Jahrtausend – Indonesien mit Magnitude 9.1, Chile mit 8.8 und 
Japan mit 9.0 – fallen in die an die vier extremen Springfluten angrenzenden synodischen Monate. 


Zwischen den Neumonden 2000/01/06 und 2014/01/01 zählen wir 173 synodische Monate, fünf 
davon gehören zu den extremen Springfluten: 5/173 = 2.9 % der Periode sind somit besonders kri-
tisch. Gibt es eine physikalische Begründung für diesen Sachverhalt? 


Wir führen obige Liste vorsichtshalber weiter und berücksichtigen die nächsten drei Springfluten 
mit Abstandseigenschaft (1): 
 


2016/10/16        F        61' 10.1''             
2016/11/14        F        61' 30.2''        extr. proxigean 
 
2017/12/03        F        61' 15.1''         
2018/01/02        F        61' 29.4''        extr. proxigean 
 
2022/12/23        N        61'  3.8'' 
2023/01/21        N        61' 29.6''        extr. proxigean 
2023/02/20        N        61'  4.0'' 


 
Die N- und F-Graphen in [3, Fig. 1] zeigen die globale Entwicklung des Mondabstandes. In der extre-
men Springflut 2023/01/21 sehen wir den „Sarosnachfolger“ zu 2005/01/10. Bei den vier Schaltjah-
ren 2008, 2012, 2016 und 2020 dauert die Sarosperiode 18 Jahre und 11 Tage. 
 


3. Schwebungsoszillationen der lunaren Abstandsfunktion 


Da die Frequenzen der elliptischen Ungleichheit und der Evektionsanomalie in der Bewegung des 
Mondes sich wenig unterscheiden entsteht eine Schwebungsinterferenz bei der lunaren Abstands-
funktion mit der langen Periode  U_e = 411.8 Tage. In [3, Fig. 2] sind die evektionalen Schwebungsos-
zillationen dargestellt. 


Da die Gezeitenkräfte umgekehrt proportional zur dritten Potenz des lunaren Abstandes sind, er-
warten wir in den Bereichen mit den hohen Amplituden der Schwebungsoszillationen eine stärkere 
seismische Aktivität als in den Bereichen mit den kleinen Amplituden. Die oben genannten an die 
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extremen Springfluten angrenzenden synodischen Monate gehören zu Bereichen mit hoher Amplitu-
de. Eine physikalische Begründung für die starken Erdbeben kann gegeben werden. 


Wir betrachten erst den synodischen Monat 2004/12/12 – 2005/01/10 mit dem 9.1 Beben vor 
Sumatra. Mit π= 61' 8.2''  ist der N-Abstand am Monatsanfang überdurchschnittlich klein (es ist  eine 
„perigean spring tide“ nach der Klassifikation von Fergus Wood), am Monatsende ist der Abstand 
extrem klein.  Bei Vollmond F zwischen den N's ist der Mondabstand groß. Da die Gezeitenkräfte 
umgekehrt proportional zur dritten Potenz des lunaren Abstandes sind ist die Torsion des Erdellip-
soids am Monatsanfang überdurchschnittlich groß, am Monatsende extrem groß. Beim Vollmond 
zwischen den N's ist die Spannung klein. Wenn der Mond von N nach F und dann zurück nach N läuft 
variiert die Spannung überdurchschnittlich. In dieser extremen Spannungsschwankung sehen wir 
einen Auslöser des großen Erdbebens. 


In den anderen drei Fällen unserer Liste können wir entsprechend argumentieren: Wenn der 
Mond von F nach N und dann zurück nach F läuft variiert die Spannung überdurchschnittlich, sodass 
ein Auftreten der großen Erdbeben nicht überrascht. 
Über den lunisolaren Einfluss auf die Entstehung von Erdbeben: Eine genaue Erdbebenvorhersage 
ist unmöglich. Vielschichtige Effekte wirken bei der Entstehung eines Erdbebens zusammen. Wenn ein 
starkes Erdbeben im zeitlichen Bereich der hohen Amplituden der Schwebungsoszillationen der luna-
ren Abstandfunktion auftritt, dann haben die lunisolaren Kräfte einen Beitrag zur Entstehung des 
Bebens geleistet. 


Der synodische Monat 2016/10/16 – 2016/11/14 ist der nächste kritische Zeitraum, mit Parallaxe 
π= 61' 30.2''  haben wir einen besonders nahen Vollmond am Ende des Monats. Eine überdurch-
schnittlich große seismischen Aktivität ist zu erwarten.    


 


4. Epilog 


Nach den bisherigen Studien ist es sehr wahrscheinlich dass die Schwebungsoszillationen der lunaren 
Abstandsfunktion einen Einfluss auf die Verteilung der Erdbeben haben. Im Jahre 2010 hat Christoph 
Gackstatter einen statistischen Test für die Gesamtheit der gemessenen Erdbeben durchgeführt; 
siehe [3, p. 800-804]. Mehr als 650.000 Erdbeben aus den Zeitraum 1973 – 2010 liegen seinem Test 
zugrunde. Mit dem kleinen p-Wert von 1.83 % gewinnt er folgendes überraschende Ergebnis: 


Die Evektionsanomalie in der Bewegung des Mondes – entdeckt von Hipparchos und in die Epizyk-
eltheorie von Ptolemäus eingebaut – hat einen statistisch signifikanten Einfluss auf die Verteilung der 
Erdbeben. 


Im Computerzeitalter können riesige Datenmengen verarbeitet werden. Die Evektion ist verant-
wortlich für die Schwebungsoszillationen der lunaren Abstandsfunktion. Hat der Mond einen Einfluss 
auf die Entstehung der Erdbeben? Diese Frage wurde immer wieder kontrovers diskutiert. Ein signifi-
kanter Beweis für den Einfluss des Mondes ist nun gegeben. 


Gegenwärtig werden von Biologen Methoden zur Vorhersage von Erdbeben entwickelt. Wir er-
wähnen das „Disaster Alert Mediation using Nature (DAMN)“ Programm von M. Wikelski. Das Verhal-
ten der Tiere gibt Hinweise auf bevorstehende Erdbeben. Beispielsweise haben Tage vor dem  
2009/04/06 L'Aquila Beben Frösche ihre Brutstätten verlassen. 


Es wäre interessant, wenn man im nächsten kritischen synodischen Monat 2016/10/16 – 
2016/11/14 durch Tierbeobachtungen kritische Regionen einzugrenzen könnte. Geophysik, Biologie 
und Astronomie müssen in der Erdbebenforschung zusammenarbeiten. 
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Philipp Berglez und Bernhard Hofmann-Wellenhof 


Galileo und Grafarend unterwegs zu GNSS 
 


Zusammenfassung  


Das europäische Satellitennavigationssystem Galileo erlebte in seiner bisherigen Entwicklung mehr-
fach Verzögerungen, die auch zur Frage führen, ob der Wettbewerb mit den anderen Global Naviga-
tion Satellite Systems (GNSS) noch erfolgreich bestanden werden kann. Eine besondere Herausforde-
rung für Galileo in letzter Zeit stellten die beiden Satelliten dar, die im August 2014 von einer russi-
schen Trägerrakete in ihre Umlaufbahnen gebracht werden sollten, diese aber nicht erreichten. Ist 
dadurch Galileo in Frage gestellt, kommt es zu weiteren Verzögerungen? Gibt es für Galileo positive 
Perspektiven, die gerade jetzt in dieser kritischen Phase Vorteile gegenüber anderen GNSS bieten? 
 


 


Einleitung  


Am 22. August 2014 fand der erste Start von zwei „Galileo FOC (Full Operational Capability)“-
Satelliten statt. Auf Grund von Problemen, die 35 Minuten nach dem Start der Trägerrakete auftra-
ten, gelang es nicht, die Satelliten in ihre nominellen Umlaufbahnen zu bringen. Wie später analy-
siert werden konnte, führte ein Fehler im Entwurf der Fregat-Raketenoberstufe, welche bei Sojus-
Trägerraketen zum Einsatz kommt, zu diesen Problemen und veranlasste eine Fehlstellung der Steu-
erdüsen [1]. 


Entgegen der ursprünglich geplanten nahezu kreisförmigen Umlaufbahn (Exzentrizität nahezu 0) 
mit einer Inklination von 55° und einer großen Halbachse von 29.600 km befanden sich die beiden 
Satelliten in einer Umlaufbahn mit einer Exzentrizität von 0.23 und einer Inklination von 49.8° [2]. 
Dadurch ergab sich eine viel zu elliptische Umlaufbahn, welche die Satelliten durch den Van-Allen-
Strahlungsgürtel führte und somit eine Gefahr für die Lebensdauer der Satelliten darstellte. Die Satelli-
tenbahn verursachte auch Schwierigkeiten bei den Sensoren in den Satelliten, die für eine genaue 
Ausrichtung der Antennen in Richtung Erde zuständig sind [3]. Ein weiteres Problem – für die Navigati-
on – ergab sich im Bereich der Navigationsnachricht. Die Bahnparameter konnten auf Grund der ge-
stiegenen Wertebereiche teilweise nicht in der binären Navigationsnachricht abgebildet werden. Auch 
bewirkte der elliptische Orbit eine fast doppelt so hohe Dopplerverschiebung des Signals, die unter 
gewissen Umständen den Empfängern Probleme bereiten könnte. 


Die beiden im August 2014 gestarteten Galileo-Satelliten wurden in den vergangen sechs Monaten 
in eine höhere Umlaufbahn gebracht [4]. Dadurch ist es gelungen, die Satelliten aus der Gefahrenzone 
des Van-Allen-Strahlungsgürtels zu manövrieren und somit die Lebenszeit sowie Verlässlichkeit zu 
steigern. Obwohl die Umlaufbahnen noch immer nicht den nominellen Parametern entsprechen, ge-
lang es damit, die Orbit-Wiederholrate auf 20 Tage zu setzen. Somit ist eine einfachere Synchronisati-
on mit den übrigen Galileo-Satelliten, die eine Wiederholrate von 10 Tagen aufweisen, möglich. Ob 
und wie diese beiden Satelliten in Zukunft für Navigationsanwendungen verwendbar sind, wird derzeit 
von der European Space Agency (ESA) noch genau untersucht. Nach Abschluss der Analysen wird eine 
entsprechende Entscheidung getroffen werden [4]. 


Abbildung 1 zeigt einen Vergleich der Umlaufbahnen im raumfesten Koordinatensystem (links) so-
wie in der Orbitalebene (rechts). In Blau dargestellt ist die nominelle Galileo-Umlaufbahn. Der auf 
Grund des Problems bei der Fregat entstandene Orbit (im September 2014) ist in Rot dargestellt. Die
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Umlaufbahn nach erfolgter Korrektur ist in Grün dargestellt. 
 


 
 
Abbildung 1: Vergleich der Galileo-Umlaufbahnen (blau nominelle Umlaufbahn; rot anfängliche Umlaufbahn 
im September 2014 und grün korrigierte Umlaufbahn im Dezember 2014) 


 
Können diese Satelliten trotz ihrer noch immer leicht elliptischen und zu „tiefen“ Bahnen für GNSS 
mitverwendet werden? Gibt es für Galileo positive Perspektiven, die gerade jetzt in dieser kritischen 
Phase Vorteile gegenüber anderen GNSS bieten? 


Ist Galileo in Frage zu stellen? 


Die Antwort auf diese Frage kann nur mit „Nein“ beantwortet werden, dazu genügt es schon, das 
nutzerorientierte Konzept von Galileo als Argument einzubringen. Auch durch die Betrachtung der 
aktuellen Bedürfnisse und Anforderungen der Nutzer resultiert ein klares Bekenntnis zu Galileo. 
Während andere GNSS, wie zum Beispiel das amerikanische GPS, das russische GLONASS oder das 
chinesische Beidou, unter militärischer Kontrolle stehen, ist Galileo auf eine primär zivile Nutzung 
unter ziviler Kontrolle ausgelegt. Galileo als eines der wichtigsten europäischen Weltraumprojekte 
hat in den vergangenen Jahren neue technische Maßstäbe im Bereich GNSS gesetzt und ist derzeit 
mehr denn je von strategischer Bedeutung für die Unabhängigkeit (bezüglich anderer Systeme) und 
die Wirtschaft der Europäischen Union. 


In den vergangenen Jahren wurde die Praxistauglichkeit von Schlüsseltechnologien erforscht und 
erfolgreich getestet. So ist es zum Beispiel gelungen, eine außergewöhnlich stabile passive Wasser-
stoff-Maser-Uhr – die fortschrittlichste Uhr, die bisher für Navigationszwecke verwendet wurde – an 
Bord eines Satelliten zu betreiben. Die erste Positionslösung, die nur unter Verwendung von Galileo-
Satelliten gemacht wurde, gelang der ESA am 12. März 2013. Die erste Galileo-Positionslösung in 
Österreich wurde am 21. März 2013 in Graz erzielt [5]. Am 27.  


März 2015 wurden zwei weitere Galileo FOC-Satelliten erfolgreich vom Europäischen Weltraum-
bahnhof in Französisch-Guyana gestartet. Derzeit (Mai 2015) befinden sich diese beiden Satelliten in 
der Kommissionierungsphase [6]. Vier weitere Galileo-Satelliten befinden sich derzeit in der finalen 
Testphase und sollen noch im Jahr 2015 gestartet werden [7]. Das Ziel der Europäischen Kommission 
ist es, bis Ende 2016 erste Services (Open Service, Public Regulated Service und Search and Rescue 
Service) den Nutzern zur Verfügung zu stellen. Bis zum Jahr 2020 soll dann die volle Konstellation, mit 
24 Satelliten und 6 Reservesatelliten, von Galileo erreicht werden. Bis dahin soll der verschlüsselte 
Commercial Service ebenfalls operationell sein [7]. Wenn dieser Zeitplan eingehalten werden kann, 
ist Galileo im internationalen Wettbewerb um eine gute Marktposition wieder im Rennen. 
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GNSS-Verwundbarkeit und Bedrohungen 


In Zukunft kommen neue Herausforderungen im Bereich der satellitengestützten Positionierung und 
Navigation auf die Nutzer zu. Globale Satellitennavigationssysteme haben mittlerweile eine wichtige 
Rolle in unserem Alltag eingenommen. Je wichtiger eine Technologie für unsere Gesellschaft wird, 
desto mehr steigt auch das Gefahrenpotential hinsichtlich Störattacken. Speziell in den letzten Jahren 
wurden Anwendungen von GNSS vermehrt Ziel von Störattacken. Studien belegen, dass durch ab-
sichtliche Störattacken beträchtliche wirtschaftliche, aber auch materielle Schäden entstehen kön-
nen. Störsignale können den Betrieb von GNSS-Empfängern signifikant beeinflussen. Dies kann von 
einer schlechteren Positionsgenauigkeit bis hin zu einer falschen Position oder zum totalen Ausfall 
der Positionierung führen. Dies hätte fatale Auswirkungen auf das Transportwesen, die Telekommu-
nikation, sowie standortbezogene Dienste (Location-Based Services). 


GNSS-Empfänger stellen abgesehen von der geographischen Breite und Länge sowie Höhe eine 
vierte wesentliche Dimension – die Zeit – zur Verfügung. Mit Hilfe der von den Satelliten abgestrahl-
ten Signale ist es möglich, die Zeit mit einem GNSS-Empfänger zu bestimmen [8]. Dies ermöglicht es 
den Nutzern, eine hochgenaue Zeitinformation jederzeit, global und mit einer Genauigkeit von besser 
als 1 Nanosekunde zu erhalten. 


Präzise Zeitbestimmung ist von entscheidender Bedeutung für eine Vielzahl von Anwendungen 
und Verfahren weltweit. Abbildung 2 zeigt anhand einiger Beispiele die Abhängigkeit von GNSS in 
unserer heutigen Gesellschaft. Kommunikationssysteme, Stromnetze und Finanznetzwerke verlassen 
sich alle auf präzise Zeitinformation für die Synchronisation. Die freie Verfügbarkeit einer GNSS-Zeit 
bedeutet für Unternehmen Kosteneinsparungen und Vorteile hinsichtlich der Effizienz. So verwenden 
beispielsweise Mobilfunknetzwerke eine GNSS-Zeit, um alle Basisstationen zu synchronisieren. Dies 
ermöglicht eine effizientere Nutzung des begrenzt verfügbaren Frequenzspektrums [9]. Weltweit 
nutzen Finanzdienstleister GNSS-Zeitstempel, um Transaktionen zu koordinieren, zu protokollieren 
und nachvollziehbar zu machen. Verteilte Netzwerke von Sensoren, die koordiniert werden müssen, 
um genaue Ergebnisse zu erzielen, bedürfen einer Zeitquelle, die an allen Stellen eine hohe Genauig-
keit garantieren kann. GNSS-basiertes Timing ist für Anwendungen von Bedeutung, bei denen genaue 
Zeitpunkte von Geräten, die über weite geographische Gebiete verteilt sind, erforderlich sind. So 
ermöglicht beispielsweise die Verwendung von GPS-Zeit in seismischen Messnetzwerken Forschern, 
schnell und präzise die Epizentren von Erdbeben zu bestimmen.  


Energieversorgungsunternehmen haben hohe Anforderungen an Zeit und Frequenz, um eine effi-
ziente Energieübertragung und -verteilung zu ermöglichen. Wiederholte Stromausfälle haben in der 
Vergangenheit die Notwendigkeit einer besseren Zeitsynchronisation in Versorgungsnetzwerken 
demonstriert. Die Analyse dieser Blackouts haben viele Unternehmen veranlasst, GPS-basierte Zeit-
synchronisation in Kraftwerken und Umspannwerken zu verwenden. Durch die zeitliche Analyse von 
Ausbreitungsanomalien ist es möglich, die genaue Lage eines Defekts zu verfolgen [9]. 


Beispiele aus der jüngeren Vergangenheit zeigen, wie real die Bedrohung durch Störattacken ist. 
Im Jahr 2010 kam es am Flughafen in Newark in New York im Bereich des bodenbasierten Augmen-
tierungssystems (GBAS) zu Ausfällen, so dass das System zeitweise heruntergefahren werden musste. 
Die Störungen wurden von Jammern (Störsendern), welche an der nahegelegenen Autobahn in vor-
beifahrenden LKWs zum Einsatz kamen, verursacht. Die Jammer wurden mutmaßlich dazu verwen-
det, um die Fahrtroute der Fahrer zu verschleiern. Am Flughafen Kaohsiung in Taiwan wurden im 
Zeitraum von August bis September 2011 im Rahmen einer Studie 117 Störevents pro Tag festgestellt 
[10]. In San Diego (USA) sorgte eine unabsichtliche Störattacke, hervorgerufen durch die US Marine, 
mehrere Stunden für Verwirrung bei der Bevölkerung. Notfallpager, Geldautomaten und weitere 
Infrastruktur fielen während des Zwischenfalls aus [11]. 
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Abbildung 2: Abhängigkeit von GNSS 
 


Im Rahmen des Forschungsprojekts „GAIMS – GNSS Airport Interference Monitoring“ wurde im ver-
gangenen Jahr im Raum Graz in Österreich während eines Feldtests bereits in der ersten Stunde ein 
GNSS-Störsender (Jammer) detektiert [12]. Der Jammer konnte am 19. August 2014 um 11:24 in der 
Nähe des Flughafens Graz detektiert werden. Abbildung 3 zeigt die örtlichen Gegebenheiten der 
Messpunkte sowie die Nähe zur Autobahn A2. 


 


 
Abbildung 3: Feldtests im Rahmen des GAIMS-Projekts in der Nähe des Flughafens Graz Thalerhof und der 
Autobahnen A2 und A9 


 
In Abbildung 4, welche die spektrale Leistungsdichte darstellt, erkennt man den Jammer, der das 
GNSS-L1/E1-Band stört. Da das Störsignal über einen Zeitraum von ca. 7 Sekunden vorhanden war, 
kann davon ausgegangen werden, dass es sich um ein sogenanntes "Personal Privacy Device" han-
delt, welches mit dem Zigarettenanzünder in einem LKW/PKW betrieben werden kann. Die schnell 
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ansteigende und dann wieder abfallende Leistung unterstützt die These eines vorbeifahrenden 
Jammers. 


 
 


Abbildung 4: Spektrale Leistungsdichte des GNSS-L1/E1-Bandes zum Zeitpunkt der Störattacke 


 
Der Effekt des Störsenders wird auch am Signal-Rausch-Verhältnis (SN0R) der Satelliten deutlich. In 
Abbildung 5 sind die theoretischen SN0R-Werte der Satelliten den gemessenen gegenübergestellt. 
Deutlich sichtbar ist der Abfall der empfangenen Signalleistung während der Störattacke. 


 
 
Abbildung 5: Signal-Rausch-Verhältnis zum Zeitpunkt der Störattacke 
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Die Störsignale des Personal Privacy Device, welches in einem Auto oder LKW verwendet wurde, 
können den Betrieb von GNSS-Empfängern im Umkreis von bis zu 1000 m signifikant beeinflussen. 
Auf die Landesysteme des Flughafens hatten die Störsignale in diesem konkreten Fall keine Auswir-
kung. Personal Privacy Devices gibt es bereits für unter 50 Euro zu kaufen und sie sind in ihrer  
Verwendung denkbar einfach. Der Betrieb eines solchen Gerätes ist jedoch strengstens verboten. 


Neben den Jammern, die das Frequenzband stören, gibt es eine weitere Methode – Spoofing ge-
nannt –, das GNSS-Signal absichtlich zu verfälschen. Im Gegensatz zu Jamming (Störung des GNSS-
Signalspektrums) löst Spoofing keinen Alarm im GNSS-Empfänger aus, da von einem Spoofer ver-
fälschte GNSS-Signale ausgestrahlt werden, die nicht von den originalen Signalen unterschieden wer-
den können. Dadurch ist es gezielt möglich, die aus den Messungen mit einem GNSS-Empfänger re-
sultierende Position von der tatsächlichen Position abweichen zu lassen. Das Herzstück eines 
Spoofers ist ein GNSS-Simulator, wie er in der GNSS-Empfängerentwicklung eingesetzt wird. GNSS-
Simulatoren können, wenn sie in falsche Hände gelangen, bereits mit relativ geringem Aufwand und 
niedrigen Kosten für illegale Zwecke verwendet werden. Speziell durch das Aufkommen von soft-
ware-basierten Simulatoren [5] ist dieses Risiko weiter gestiegen. Eine Alternative zu Simulatoren 
wäre das Aufzeichnen und Abspielen von realen GNSS-Signalen. Spoofing ist derzeit, im Vergleich zu 
Jamming, noch keine große Gefahr. Jedoch zeigen erfolgreiche Experimente die Auswirkung einer 
Spoofing-Attacke sehr deutlich.  


So wurde im Juni 2013 eine 65-m-Yacht im Rahmen eines Feldversuchs von der Universität von Texas in 
Austin durch eine Spoofing-Attacke von ihrem Kurs abgebracht. Dabei kam ein von der Universität von 
Texas entwickelter GNSS-Spoofer zum Einsatz, der die Größe einer Aktentasche besitzt. Es gelang, die Yacht 
um mehrere hundert Meter vom Kurs abzubringen, ohne dass die Besatzung Verdacht schöpfte [13]. Auch 
gelang es durch Spoofing, Drohnen (UAVs) vom Kurs abzubringen oder die Zeitsynchronisation in einem 
Energieversorgungsnetz zu verfälschen [14]. Diese Experimente zeigen deutlich die Schwäche der GNSS-
Empfänger, solche Spoofing-Attacken zu detektieren. 


Galileo bietet hier, im Unterschied zu den anderen derzeitig verfügbaren Systemen, auch zivilen 
Nutzern in Zukunft eine Lösung, da die Signalstrukturen von einigen Galileo-Services resistenter ge-
genüber Störattacken und, wenn auch eingeschränkt, für zivile Anwender nutzbar sind. 


Mehrwert von Galileo PRS 


Während das militärische GPS-Signal (P(Y)- und M-Code) ausschließlich militärischen Nutzern zur 
Verfügung steht, wurde der Galileo Public Regulated Service (PRS) für autorisierte zivile Nutzergrup-
pen konzipiert. Durch eine Verschlüsselung des übertragenen Signals wird der Zugang zum PRS von 
der EU und ihren Mitgliedstaaten eingeschränkt. Die primären Nutzer werden Exekutive (z.B. Polizei, 
Zoll) sowie öffentliche Notdienste (z.B. Rettung, Feuerwehr) und Katastrophenschutz sowie Betreiber 
von kritischer Infrastruktur (z.B. Telekommunikationsanbieter und Energieversorger) sein. Dadurch 
wird ein wesentlich breiteres Nutzerspektrum von den Vorteilen verschlüsselter GNSS-Signale profi-
tieren. Der PRS wird durch zwei verschlüsselte Signale realisiert, welche in zwei unterschiedlichen 
Frequenzbändern (E1 und E6) liegen. Bewusst wurde bei der Konzeptionierung darauf geachtet, dass 
zumindest ein Frequenzband (E6) von keinem anderen GNSS verwendet wird. 


Diese Aufteilung unterstützt das Konzept der selektiven Störung – andere GNSS-Signale kön-
nen gestört werden, aber das PRS-Signal bleibt dennoch verfügbar. Auch wurden die PRS-
Signale hinsichtlich ihrer Signalparameter und Eigenschaften so konzipiert, dass der Dienst eine 
widerstandsfähige, verlässliche und kontinuierliche Positions- und Zeitinformation, sogar unter 
schwierigen Bedingungen und vor allem auch im Fall von Störattacken, dem Nutzer zur Verfü-
gung stellen kann [15]. 


Im Rahmen des Forschungsprojekts "PURSIT – Galileo Public Regulated Service Signal Simulation 
and Position, Velocity, and Time Calculation" wurden die Leistungsfähigkeit und der Mehrwert der 
PRS-Signale im Vergleich zu den zivilen Signalen untersucht. Um Einschränkungen durch Vertraulich-
keit und Sicherheit von PRS-Informationen vorzubeugen, wurden das PRS-Signal sowie die PRS- Ver-
schlüsselung durch öffentlich zugängliche Informationen und Verschlüsselungsmethoden ersetzt. Die 
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Leistungsfähigkeit wurde mit Hilfe von Simulationen untersucht, wobei ein GNSS-Signalsimulator verwen-
det wurde.    


Der Simulator – GNSS Multisystem Performance Simulation Environment (GIPSIE®) [16] – ermöglicht 
es, GNSS-Signale mit all ihren Eigenschaften und Fehlereinflüssen möglichst realitätsnahe zu simulieren. 
Der Simulator wurde von der TeleConsult Austria GmbH entwickelt und im Rahmen von PURSIT um PRS-
ähnliche Signale erweitert. Für die Auswertung kam ein softwarebasierter Mehrfrequenz-GNSS-
Empfänger, welcher ebenfalls von TeleConsult Austria entwickelt wurde, zum Einsatz [15]. 


Ein Vergleich zwischen den zivilen Signalen von GPS und Galileo mit dem PRS-ähnlichen Signal im 
Fall einer Jammer-Attacke soll exemplarisch den Mehrwert und die Leistungsfähigkeit zeigen. Für die 
Simulation wurde ein kombiniertes GPS- und Galileo-Szenario benutzt. Im Verlauf des Szenarios wur-
de eine Störattacke von einem „Swept Continuous Wave (SCW)“-Jammer, so dieser in Graz detektiert 
wurde, simuliert. Abbildung 6 zeigt das Signalspektrum der Simulation. In Blau dargestellt ist das 
Spektrum der simulierten GNSS-E1/L1-Signale. Das Spektrum des SCW-Störsenders (rot) überlagert 
die Zentralfrequenz des E1/L1-Bands. Die schwarze Linie symbolisiert das thermische Rauschen. 


 


 
 


Abbildung 6: Signalspektrum der simulierten E1/L1-GNSS-Signale (blau) und des SCW-Jammers (rot) 


 
Abbildung 7 zeigt einen Vergleich der Positionslösungen unter Verwendung unterschiedlicher GNSS-
Signale im Fall einer Störattacke. Wie zuvor beschrieben, wurde ein am Empfänger vorbeifahrender 
SCW-Jammer im Zeitraum von Epoche 12 bis 27 simuliert. Deutlich ist zu erkennen, dass bei Verwen-
dung des GPS-C/A-Signals (grüne Linie) keine Positionslösung möglich ist. Dies ist darauf zurückzufüh-
ren, dass in diesem Fall der Jammer das gesamte Frequenzspektrum des C/A-Signals überdeckt. Im 
Fall von Galileo OS ist eine deutliche Verschlechterung der Positionslösung (blaue Linie) während der 
Störattacke sichtbar. Dass dennoch eine Positionslösung möglich ist, ist auf die Galileo–OS-E1B-
Signalmodulation zurückzuführen. Das Galileo-E1B-Signal verwendet eine „Composite Binary Offset 
Carrier (CBOC)“-Modulation, welche im Frequenzspektrum Signalenergie außerhalb des gestörten 
Bereichs besitzt. Dies bedingt allerdings, dass der Empfänger in der Lage sein muss, das gesamte 
CBOC-Signalspektrum verarbeiten zu können. Im Fall von kostengünstigen Empfängern ist dies je-
doch nicht sichergestellt. Die Positionslösung, die unter Verwendung des PRS-ähnlichen Signals er-
zielt wurde (rote Line), bleibt von der Störattacke vollkommen unbeeinflusst. 
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Abbildung 7: Vergleich der Positionslösungen im Fall einer Störattacke 
 


Die Untersuchungen zeigten allerdings auch, dass PRS nicht komplett resistent gegenüber Störungen 
ist. Aus derzeitiger Sicht ist jedoch der Aufwand, der betrieben werden müsste, um PRS unbrauchbar 
zu machen, zu hoch. Da aber, wie zuvor beschrieben, PRS nicht allen Anwendern zur Verfügung ste-
hen wird, ist es notwendig, Gegenmaßnahmen zu ergreifen. Derzeitige Gegenmaßnahmen umfassen 
sowohl Signalverarbeitungsalgorithmen als auch Datenverarbeitungsalgorithmen, die in den GNSS-
Empfängern zum Einsatz kommen. Einen wesentlichen Beitrag liefert dabei die verbesserte Galileo-
Signalstruktur. Die derzeitigen Entwicklungen sind allerdings nur in der Lage, Störattacken von Jam-
mern zu detektieren. Dass die Bedrohung ernst genommen wird, zeigen die zahlreichen Entwicklun-
gen, Forschungsergebnisse und Publikationen der letzten Jahre. 


In diesem Zusammenhang ist die Detektion und Lokalisierung von Jammern und Spoofern derzeit 
gerade Gegenstand von weiteren Untersuchungen und Entwicklungen bei der TeleConsult Austria. So 
wird gegenwärtig ein System zur Detektion und Lokalisierung von Jammern und Spoofern im Rahmen 
des Forschungsprojekts GAIMS-2 entwickelt und getestet.  


Positiv betrachtet bieten die derzeitigen Herausforderungen und Probleme bei Galileo auch Po-
tential für Innovation und neue technische Ansätze im Bereich von GNSS. Es werden Beiträge aus 
unterschiedlichsten Fachbereichen notwendig sein, um innovative Lösungen zu entwickeln. Die dabei 
gewonnen Erkenntnisse werden dann in Zukunft wieder dem Galileo-Nutzer zu Gute kommen. 


Brücke zu Prof. Erik W. Grafarend  


Die Brücke zwischen diesem Beitrag und Erik W. Grafarend ist leicht zu schlagen. Dieser Beitrag wur-
de aus Anlass seines 75. Geburtstags geschrieben. Der Zweitautor dieses Beitrags blättert in seinen 
persönlichen Erinnerungen: 


Meine erste, persönliche Begegnung mit Erik W. Grafarend liegt lange zurück. Ich war noch Stu-
dent, und es muss wohl in den Jahren zwischen 1973 und 1975 gewesen sein, also vor rund vierzig 
Jahren, als Grafarend von Helmut Moritz nach Graz zu einem Vortrag eingeladen worden war. Als 
Student war ich unter den Zuhörenden, und vom ersten Augenblick faszinierte mich der junge Vor-
tragende, der selbstbewusst und redegewandt das Publikum in seinen Bann zog. Vor allem nach dem 
Vortrag, als es zu Fragen aus dem Publikum kam, war ich von der Sicherheit beeindruckt, mit der 
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Grafarend die Fragen beantwortete und demonstrierte, wie sehr er thematisch mit dem komplexen 
Gebiet vertraut ist. 


Später, als ich selbst begann, internationale Tagungen zu besuchen, kam es immer wieder zu Be-
gegnungen. Grafarend war inzwischen in der Geodäsie zu einer allgemein respektierten Persönlich-
keit gereift. Und vielleicht ist es eine von Grafarends schönsten Eigenschaften, dass er trotz seines 
ungeheuren Wissens und seiner Reputation nie den Eindruck von Überheblichkeit erweckte. Er war 
stets für alle ansprechbar und offen für Fragen und Probleme! 


Ein besonderes Ereignis muss ich erzählen, obwohl ich nicht selbst in den Genuss des Erlebens ge-
kommen bin, sondern es nur tradiert bekam: Sommerschule in Erice! Wer eine Reise nach Sizilien 
plant, sollte einen Besuch der kleinen Bergstadt nahe Trapani unbedingt einplanen. Die malerischen 
Gassen laden zu einem Spaziergang vor. Und jetzt lassen wir es ganz romantisch werden, wir lassen 
Gitarrenklänge ertönen. Wir wandern also durch die Gassen und hören die Gitarrenmusik. Als wir 
näher kommen, sehen wir in einem Fensterrahmen lässig sitzend den Gitarrenspieler, es ist Erik W. 
Grafarend! 


Abbildung 8 zeigt Grafarend als Gitarrespieler, allerdings nicht in Erice, sondern am Stuttgarter 
Institut anlässlich einer Weihnachtsfeier. 


 


 
 
Abbildung 8: Grafarend und die Musik 
 


Die Kunst spielt im Leben von Grafarend zusammen mit der Wissenschaft eine überragende Rolle. In 
der wunderbaren Schrift der Technischen Hochschule Darmstadt anlässlich der Ehrenpromotion von 
Grafarend gehört die Musik zu Grafarends „Clausthaler Glücksmomenten“. Hier heißt es: „... die Vor-
lesungen über Musik von Professor Boetticher/Göttingen, die umfangreiche Arbeit über `Zahlensym-
bolik bei J.S. Bach´ mit Ulrike Büttner, meiner späteren Frau, die Gründung einer studentischen Mu-
sikvereinigung ...“ Kann es etwas Schöneres geben, als über die Kunst, die Musik aus Glücksmomen-
ten mehr zu machen, nämlich mit Ulrike Büttner das ganze weitere Leben gestalten zu können? Wie 
heißt es bei Franz von Schober so treffend: „Du holde Kunst, ich danke dir dafür!“ Letztlich ist alles im 
Leben vergänglich, aber manchmal ist es möglich, die Vergangenheit wieder aufzuwecken. Früher, als 
bei den Veranstaltungen Vorträge mit handgeschriebenen Overheadfolien abgehalten wurden, konn-
te man viel über didaktischen Konstruktivismus erfahren. Mich haben Grafarends Vorträge immer 


fasziniert, das Bild seiner Folien, die stets sehr umfangreich gefüllt waren, ist mir noch in bester 
Erinnerung. Ein Beispiel ist in Abbildung 79 zur Veranschaulichung gegeben. Leider hat mir der 
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Autor nur eine Schwarz/Weiß-Abbildung zur Verfügung gestellt, aber auch unkoloriert kann sie 
einen guten Eindruck vermitteln, wie Grafarend schwierige Theorie verständlich zu machen ver-
sucht. 
 
 


 
 
Abbildung 9: „Discussion of the eigenspace“ - Vortragsfolie von E.W. Grafarend 
 


 
Allein diese Darstellung zeigt, wie der Autor auch langwierigen Herleitungen von Formeln nicht aus 
dem Weg geht. Als Leser profitiert man ungemein von dieser Ausführlichkeit, insbesondere bei 
schriftlichen Beiträgen, weil der Weg zum Ziel Schritt für Schritt dargestellt wird. 


Die breit gestreute Themenvielfalt in Grafarends ungemein reichhaltiger Publikationsliste grenzt 
zumindest im Bereich der Geodäsie an Universalität. So ist auch die eingangs dieses Abschnitts er-
wähnte Brücke von Grafarend zu GNSS über seine Publikationstätigkeit leicht zu schlagen. Ich erwäh-
ne nur zwei Arbeiten. Die erste stammt aus dem Jahr 1985 und wurde in manuscripta geodaetica 
publiziert: „The critical configuration of satellite networks, especially of Laser and Doppler type, for 
planar configurations of terrestrial points“ (Koautor V. Müller). Das Summary zu dieser Arbeit lautet: 
“Consider a threedimensional range (Laser) or range difference (Doppler) satellite network in its min-
imal point configuration. E. Tsimis (1973 p. 102) claims that a planar configuration of terrestrial 
points is not critical, while computer simulations of N. Schatz (1980) have shown a strong critical 
configuration once the terrestrial points approach a plane. K. Killian and P. Meissl (1980) studied the 
corresponding twodimensional problem and gave arguments in favor of a singularity. Here the ana-
lytical proof for a threedimensional singularity is given.”  


Das volle Zitat des Summary habe ich gemacht, um einerseits zu zeigen, wie es Grafarend (in Ko-
operation mit Müller) mit wenigen Sätzen gelingt, das Wesentliche auszusagen, und andererseits, 
weil mit Karl Killian und Peter Meissl zwei Wissenschafter zitiert werden, die mir Glücksmomente in 
meinem wissenschaftlichen Leben geschenkt haben. 


Die zweite Arbeit zitiere ich, weil im Titel das Global Positioning System (GPS) vorkommt, das zu-
sammen mit dem russischen Global Navigation Satellite System (GLONASS) den Ursprung von GNSS 
bildet: „GPS Solutions: Closed Forms, Critical and Special Configurations of P4P“ veröffentlicht im Jahr 
2002 in der Zeitschrift GPS Solutions mit Jeffrey Shan als Koautor. Diese beiden Beiträge erklären den 
Titel dieser Publikation „Galileo und Grafarend unterwegs zu GNSS“ – Galileo als System noch auf 
dem Weg dorthin, Grafarend als Wissenschafter schon angekommen. 







P.Berglez u. B.Hofmann-Wellenhof  Leibniz Online, Jg. 2015, Nr. 17 
Galileo und Grafarend unterwegs zu GNSS                 S. 11 v. 12 
___________________________________________________________________________________________ 


 


 


Zusammenfassung und Ausblick 


Den Vergleich mit anderen globalen Navigationssatellitensystemen braucht Galileo, trotz der bisheri-
gen Verzögerungen und Probleme, nicht zu scheuen. Durch die Betrachtung der aktuellen Bedürfnis-
se und Anforderungen der Nutzer resultiert nach wie vor ein klarer Vorteil, besonders im Hinblick auf 
die zivile Nutzung unter ziviler Kontrolle. Galileo als eines der wichtigsten europäischen Weltraum-
projekte hat in den vergangenen Jahren neue technische Maßstäbe im Bereich GNSS gesetzt und ist 
derzeit mehr denn je von strategischer Bedeutung für die Unabhängigkeit (bezüglich anderer Syste-
me) und die Wirtschaft der Europäischen Union. In den vergangenen Jahren wurde die Praxistaug-
lichkeit von Schlüsseltechnologien erforscht und erfolgreich getestet. 


In Zukunft kommen neue Herausforderungen im Bereich der satellitengestützten Positionierung 
und Navigation auf die Nutzer zu. Globale Satellitennavigationssysteme haben mittlerweile eine 
wichtige Rolle in unserem Alltag eingenommen. Je wichtiger eine Technologie für unsere Gesellschaft 
wird, desto mehr steigt auch das Gefahrenpotential hinsichtlich Störattacken. Speziell in den letzten 
Jahren wurden Anwendungen von GNSS vermehrt das Ziel von Störattacken. Galileo bietet hier, im 
Unterschied zu den anderen derzeitig verfügbaren Systemen, auch zivilen Nutzern in Zukunft eine 
Lösung, da die Signalstrukturen von einigen Galileo-Services resistenter gegenüber Störattacken und, 
wenn auch eingeschränkt, für zivile Anwender nutzbar sind. 


Die Galileo-Konstellation soll in diesem Jahr noch um weitere vier Satelliten erweitert werden, so 
dass bis Ende 2016 erste Services den Nutzern zur Verfügung gestellt werden können. Bis zum Jahr 
2020 soll dann die volle Konstellation von Galileo erreicht werden. 


Dieser Beitrag wurde als eingeladener Vortrag anlässlich des 75. Geburtstags von Erik W. Grafa-
rend präsentiert. Dem Jubilar ist daher auch diese schriftliche Version gewidmet. Die Feier fand als 
Kolloquium der Leibniz-Sozietät zum Thema „Geodäsie – Mathematik – Physik – Geophysik“ am 13. 
Februar 2015 in Berlin statt. Zwei Fotos, die der Zweitautor im Rahmen dieser Feier machte, bilden 
einen würdigen Abschluss und öffnen Wünsche für die Zukunft. Auf dem linken Foto ist Erik W. 
Grafarend in Diskussion mit Helmut Moritz. Ob Grafarend sich in diesem Augenblick an einen seiner 
Glückmomente „Helmut heuert mich als jungen Spund als Lecturer der legendären `Summer School 
in the Mountains´ an“ erinnerte? Das rechte Foto zeigt Grafarend mit zwei Gitarren am Revers. Mö-
gen seine Gitarrenklänge noch oft ertönen!   
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Fiber bundles and topology for quantum matter 


 


Abstract: 


Methods of differential geometry are much used in geodesy and cosmology. Recently 
they have found entrance in analyzing topologically nontrivial states of quantum matter. 
An introduction is given into the basic notions. 
 


 


1. Prologue 


 


Erik Grafarend and I met for the first time in 1985, when I succeeded Prof. Ekkehard Kröner to the 
Chair for Theoretical and Applied Physics of the University of Stuttgart. In 1966, Erik had written a 
diploma thesis in physics under the guidance of Kröner at the University of Clausthal. Kröner 
obtained a call to the University of Stuttgart in 1969, and Erik followed as director of the Institute for 
Geodesics in Stuttgart in 1980. Both showed very much interest in differential geometric methods, 
which I shared. At the New Year’s reception of the rector in 2014 I reported to Erik most recent 
applications of differential and topological methods to quantum systems. He got excited and 
immediately encouraged me to give an overview at the present colloquium. Happy birthday, Erik, 
and all best wishes! 
 


2. The tangent bundle of the sphere 


A notion of differential geometry which gains more and more applications in physics is that of the 
fiber bundle1. Prominent and simple example of a fiber bundle is the tangent bundle of the 
sphere 𝑆2.  


 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Fig. 1: Sphere and tangent plane 
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The sphere is so smooth that at each point a tangent plane 𝑇𝑝𝑆
2 can be attached (Fig. 1). 𝑇𝑝𝑆


2 is a 


vector space. Sphere 𝑆2 plus all tangent planes form the tangent bundle 𝑇𝑆2. 𝑆2 is the basis 
manifold, the tangent planes are the fibers. A point in 𝑇𝑆2 is characterized by 


𝑝 ∈ 𝑆2, 𝑣⃗ = 𝑣1𝑒1(𝑝) + 𝑣2𝑒2(𝑝) ∈ 𝑇𝑝𝑆
2 


where {𝑒1(𝑝), 𝑒2(𝑝)} is a basis of  𝑇𝑝𝑆
2. There are many choices for bases. For the canonical basis the 


vectors  𝑒1(𝑝) and  𝑒2(𝑝)  point along the coordinate lines, e.g. the lines of latitude and longitude. 
For a vector field over the sphere, for example the currents of air or water of the Earth, out of each 
tangent plane one vector is chosen. It is then denoted “section of the bundle”.  


Tangent planes at different points 𝑝 are inclined towards each other. A comparison of vectors out 
of different tangent planes therefore needs special rules which are given by the notion of “parallel 
transport along a path”. On the sphere, and generally on all two-dimensional surfaces embedded in 
three-dimensional flat space ℝ3, two nearby vectors 𝑢⃗⃗(𝑝1) and 𝑣⃗(𝑝2) are parallel according to Levi-
Civita, when  𝑣⃗(𝑝2) is carried in ℝ3 to point  𝑝1 and then its difference to 𝑢⃗⃗(𝑝1) points along the 
surface normal. Given a path 𝑠(𝑡) on the surface, a parallel transport operator  


𝑃(𝑡 → 𝑡0):    𝑇𝑃(𝑡) → 𝑇𝑃(𝑡0), 𝑤⃗⃗⃗(𝑡) ⟼ 𝑤⃗⃗⃗(𝑡0)  


identifies parallel vectors in tangent planes at 𝑃(𝑡) and 𝑃(𝑡0) and allows the definition of a 
directional derivative for non-parallel vector fields: 


𝐷𝑢⃗⃗⃗ 𝑤⃗⃗⃗ = 𝑢
𝜆𝐷𝜆 𝑤⃗⃗⃗ = lim


𝑡→𝑡0


1


𝑡 → 𝑡0
{𝑃(𝑡 → 𝑡0)𝑤⃗⃗⃗(𝑡) − 𝑤⃗⃗⃗(𝑡0)} 


Here 𝑢⃗⃗ = 𝑢⃗⃗(𝑡0) =
𝑑𝑠


𝑑𝑡
|𝑡0 is then tangent vector to the path 𝑠(𝑡) at 𝑡0. 


The “covariant derivative” 𝐷𝜆 𝑤⃗⃗⃗ can be expressed as  


𝐷𝜆 𝑤⃗⃗⃗ = 𝑒𝜇(𝜕𝜆𝑤
𝜇 + Γ𝜈𝜆


𝜇
𝑤𝜈). 


It contains the usual partial derivative of the vector components. The “connection coefficients” Γ𝜈𝜆
𝜇


 


take regard of the fact that the basis vectors of the tangent planes are in general not parallel. The 
index 𝜆 denotes the direction of the derivative in the basis manifold, indices 𝜇 and 𝜈 act as in a matrix 


on the vector components. A vector field  𝑤⃗⃗⃗ is parallel along 𝑠(𝑡), if  𝐷𝑢⃗⃗⃗𝑤⃗⃗⃗ = 0⃗⃗. 
 


3.   Curvature 


Curvature of a manifold becomes evident, when parallel transport occurs along a closed path (Fig. 2). 
Then the parallel transported vector differs from the original one. On the sphere the difference 
consists of a rotation by the angle 


Δ𝜔 = ∫ 𝑑Ω 𝜅(𝜗, 𝜑)


 


encircled area


 


which is the integral of the Gaussian curvature over the encircled area. If one is intersecting a surface 
with a plane containing the surface normal vector, it cuts out a curve to which a circle of radius 𝑅 can 
be adapted. Of all such planes there are always two orthogonal ones with maximal and minimal 


curvature radii 𝑅1and 𝑅2, and the Gaussian curvature is defined as 𝜅 =
1


𝑅1


1


𝑅2
. 


The Gaussian curvature is the only quantity entering the curvature tensor of a two-dimensional 
surface. This tensor, which will not be explained in more detail here, can be calculated from the 


connection coefficients Γ𝜆𝜈
𝜚


 by an antisymmetrized derivative  


𝑅𝜆𝜇𝜈
𝜚


= 𝜕𝜇Γ𝜆𝜈
𝜚
− 𝜕𝜈Γ𝜆𝜇


𝜌
 


which resembles a curl. The indices 𝜇 and 𝜈 refer to derivatives along directions in the basis manifold, 
the indices 𝜚 and 𝜆 again act like matrix indices on tangent vectors. The only non-zero components of 
the curvature tensor for a two-dimensional surface are  


𝑅212
1 = −𝑅221


1 = −𝑅112
2 = 𝑅2121


2 =  𝜅 
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where 1 and 2 denote normalized coordinate basis vectors.  
Parallel transport according to Levi-Civita preserves the lengths of the vectors, hence merely 


causes rotations. Thus, for the description of parallel transport and holonomy, it suffices to attach to 
each point of the manifold not an entire tangent plane, but only the rotation group 𝑆𝑂(2) acting on 


it. For the sphere this results in the “principle bundle” (𝑆2, 𝑆𝑂(2)) = (𝑆2, 𝑆1), where 𝑆1 is the circle 


isomorphic to 𝑆𝑂(2). One has to fix the position of the unit element of 𝑆𝑂(2) on each circle. A 


change is possible and results in a “gauge transformation” of the connection coefficients Γ𝜆𝜈
𝜚


. 


 


Fig. 2 Parallel transport along a closed loop 


 


4. Fiber bundles 


Now we are ready to define a fiber bundle (𝐸,𝑀, 𝐹, 𝜋) in general. It consists of a basis manifold, to 
which at each point a fiber 𝐹𝑝 is attached. The fiber is either of a copy of a vector space 𝑉 (“vector 


bundle”) or a (gauge) group 𝐺 acting on 𝑉 (“principal bundle”). 𝜋: 𝐸 → 𝑀 is a projection such that the 
fiber 𝐹𝑝 is the inverse image 𝜋−1(𝑝) of a point 𝑝 ∈ 𝑀.  


An example is the Moebius strip with the circle 𝑆1 as basis manifold and the real line ℝ as vector 
fiber (Fig. 3). In addition prescriptions must be given for gluing the fibers together to create a twist.  
 
 
 


 


 


 


 


Fig. 3 Moebius strip 


 
For comparison of vectors in different fibers also a parallel transport can be defined with covariant 
derivative  


  𝐷𝜆 𝑤⃗⃗⃗ = 𝑒𝑖(𝜕𝜆𝑤
𝑖 + Γ𝑗𝜆


𝑖 𝑤𝑗). 


Greek indices now denote directions or tangent vectors in the basis manifold, Latin indices vector 


components in the fiber. If we write the vectors as columns of components 𝒘 = [𝑤
1


𝑤2
], the covariant 


derivative can be expressed as matrix equation  


M=S
1
 


F
p
=R 
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𝑫𝜆𝒘 = (𝜕𝜆 + 𝚪𝜆)𝒘, 


with the connection coefficient matrix  [𝚪𝜆]𝑗
𝑖 = Γ𝑗𝜆


𝑖 . 


The curvature tensor follows as 


𝑅𝑗𝜇𝜈
𝑖 = 𝜕𝜇Γ𝑗𝜈


𝑖 − 𝜕𝜈Γ𝑗𝜇
𝑖 + Γ𝑙𝜇


𝑖 Γ𝑗𝜈
𝑙 − Γ𝑙𝜈


𝑖 Γ𝑗𝜇
𝑙  


𝑹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝚪𝜈 − 𝜕𝜈𝚪𝜇 + [𝚪𝜈 , 𝚪𝜇] 


The terms in red are commutators that exist only for nonabelian gauge groups.  
 


5.  Topological quantum numbers 


The theorem of Gauss-Bonnet states that the integral 


𝝌𝑬(𝑴) =
𝟏


𝟐𝝅
∫𝒅𝛀 𝜿(𝝑,𝝋)


 


𝑴


 = 𝟐 − 𝟐𝒈  


over the sphere or any closed two-dimensional surface is an integer, namely the Euler characteristic. 
𝑔 is the genus of the surface, the number of handles. An example for 𝜒𝐸(𝑀) = −4 is given in Fig. 4.  


 


Fig. 4 Surface of genus 3 and Euler characteristic -4 


 
A continuous deformation of the surface cannot change the Euler characteristic, as it is a discrete 
index. Thus the Euler characteristic serves to label those classes of surfaces which can be 
continuously transformed into each other and constitutes a topological quantum number. The 
Gauss-Bonnet theorem connects differential geometry with topology. The topological method to 
determine the Euler characteristic is by covering the surface with polygons. Then 𝜒𝐸(𝑀) is the 
number of faces plus the number of vertices minus the number of edges (Fig. 5 for the sphere). 


 


 


Fig. 5 Determination of the Euler characteristic by triangulation 
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This method is more general as it requires only a continuous manifold and not a differentiable one 
with parallel transport. Before we come to topological quantum numbers in quantum matter, we 
address some other applications of fiber bundles.  
 


6.  Applications of fiber bundles 


The tangent bundle 𝑇𝑀4 of space-time with principle bundle (𝑀4, 𝑆𝑂(1,3)) is used to describe the 


cosmos. The tangent planes are Lorentz spaces upon which the Lorentz group 𝑆𝑂(1,3) is acting.  
In special relativity one defines the canonical four-momentum  


𝑝𝜇 = [
𝐸
𝑐⁄


𝑝
] 


where 𝐸 is the energy, 𝑐 the velocity of light, and 𝑝 the standard momentum. The four-velocity is 
𝑣𝜇 = 𝑝𝜇 𝑚⁄ . In an electromagnetic field, four-velocity and canonical four-momentum are related by  


𝑣𝜇 =
1


𝑚
(𝑝𝜇 − 𝑞𝐴𝜇) 


where 𝑞 is the charge and  


𝐴𝜇=[
Φ


𝐴
] 


the four-potential with Φ the scalar and 𝐴 the vector potential. In quantum mechanics a particle is 
described by a complex wave function 𝜓(𝑟, 𝑡) ∈ ℂ, i.e. a section of a bundle (ℝ⊗ℝ3, ℂ) with space-
time ℝ⊗ℝ3 as basis manifold and the ℂ as fiber. The canonical four-momentum and four-velocity 
become differential operators  


𝑝𝜇 →
ℏ


𝑖
𝜕𝜇     and   𝑣𝜇 →


ℏ


𝑖𝑚
𝐷𝜇 , 𝐷𝜇 ≡ 𝜕𝜇 − 𝑖


𝑞


ℏ
𝐴𝜇. 


ℏ is the Planck-constant divided by 2𝜋 and 𝑖 the imaginary unit. 𝐷𝜇 serves as a covariant derivative 


and defines parallelism. The factor 𝑞 ℏ⁄  is as a rule absorbed in 𝐴𝜇 . The true wave function along a 


path is a parallel transported one, hence the solution of 𝐷𝑢⃗⃗⃗𝜓 = 0, which is 


 𝜓 = 𝜓0 exp{𝑖 ∫ 𝑑𝑥
𝜇 𝐴𝜇}. 


The exponent is purely imaginary and therefore a change of the phase. Parallel transport is 
connected with the action of the rotation group (or circle) 𝑈(1) in the complex plane; we have to 


deal with a(ℝ⊗ℝ3, 𝑈(1)) principle bundle. Whereas the connection matrix is −𝑖𝐴𝜇 (acting on the 


complex plane), the curvature is −𝑖𝐹𝜇𝜈  with the electromagnetic field tensor  


𝐹𝜇𝜈 =


[
 
 
 
 
0 −𝐸𝑥
𝐸𝑥 0


−𝐸𝑦 −𝐸𝑧
𝐵𝑧 −𝐵𝑦


𝐸𝑦 −𝐵𝑧
𝐸𝑧 𝐵𝑦


0 𝐵𝑥
−𝐵𝑥 0 ]


 
 
 
 


 


in Cartesian components.  
Similar to the Euler characteristic for a closed surface – which had been an integral over curvature – 


a topological quantum number can be associated with the electromagnetic field on a closed surface, 
also by an integral over the generalized curvature, denoted first Chern number 


𝑐ℎ(1) =
1


2𝜋
∫ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2


closed
 submanifold


𝐹12 


𝑥1 and 𝑥2 denote the coordinates on the two-dimensional surface. This is a generalization of the 
Gauss-Bonnet theorem to fiber bundles and called Gauss-Bonnet-Chern theorem.  
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An example is a magnetic monopole of strength 𝛾. It can be described as (𝑆2, 𝑈(1)) fiber bundle 


with linear connection and curvature: 


−𝑖𝐴𝜗 = 0, −𝑖𝐴𝜑 = 𝛾𝑖(cos𝜗 − 1) ,     − 𝑖𝐹𝜗𝜑 = −𝛾𝑖 sin𝜗 


This is the Levi-Civita connection transcribed for the complex plane ℂ. Compare it with the 
connection and curvature matrices for 𝑆2 in an orthogonal basis: 


𝚪𝜗 = 0,          𝚪𝜑 = [
0 −1
1 0


]
⏟    


𝑖


(cos𝜗 − 1),         𝑹𝜗𝜑 = −[
0 −1
1 0


]
⏟    


𝑖


sin𝜗 


The matrix corresponds to the 90° rotation in ℝ2which in ℂ is performed by the imaginary unit. The 
first Chern number is  


𝑐ℎ(1) =
1


2𝜋
∫ 𝑑𝜑∫ 𝑑𝜗


𝜋


0


2𝜋


0


𝐹𝜗𝜑 = 2𝛾 


The (ℝ⊗ℝ3, 𝑈(1)) fiber bundle or gauge theory for electromagnetism has been generalized to 


nonabelian gauge theories (ℝ⊗ℝ3, 𝑈(1)⊗ 𝑆𝑈(2)) for the electroweak interaction and 


(ℝ⊗ℝ3, 𝑆𝑈(3)) for the strong interaction.  


 


7.  Topological quantum states 


Linear connection and curvature were introduced in quantum mechanics with the discovery of the 
Berry phase in adiabatic motions. We consider quantum mechanical ground states |𝑚(𝜉)⟩ which 
depend on a parameter 𝜉 out of a parameter manifold 𝑀. An example is a particle with spin 1 2⁄  in a 
magnetic field of fixed strength but varying orientation. For this case 𝜉 = (𝜗, 𝜑) are the polar angles, 


and 𝑀 is the sphere 𝑆2. Quantum mechanical states are determined up to a phase 𝑒𝑖𝛼, therefore the 


system can be described as an (𝑀,𝑈(1)) principle bundle. Assume that the states are separated 


from adjacent ones by an energy gap and that the parameter is changed adiabatically so slow, that 
the applied energy does not suffice to surmount the gap, then the system remains in the instanta-
neous states |𝑚(𝜉)⟩. However, upon completing a motion along a closed path in 𝑀 the phase will 
have changed. This holonomy can be described by a covariant derivative 𝐷𝜇 ≡ 𝜕𝜇 − 𝑖𝐴𝜇 containing 


the  


Berry connection        𝐴𝜇 = 𝑖⟨𝑚|𝜕𝜇𝑚⟩      and  


Berry curvature          𝐹𝜇𝜈 = 𝑖{⟨𝜕𝜇𝑚|𝜕𝜈𝑚⟩ − ⟨𝜕𝜈𝑚|𝜕𝜇𝑚⟩}. 


The derivatives are taken with respect to the parameter 𝜉. 
Given a curvature, a first Chern number can be calculated for a two-dimensional parameter 


manifold as above. For the spin-1 2⁄  particle we obtain the same connection coefficients and 
curvature as for the magnetic monopole, only 𝛾 being replaced by 1 2⁄ . 


 


8.  The quantum Hall effect 


The first topological quantum state was discovered by von Klitzing in 1980 in the quantum Hall 
effect2. There, a crystalline semiconductor layer forming a two-dimensional electron gas is placed 
into a perpendicular magnetic field 𝐵𝑧 (Fig. 6). 


The charge carriers of a current 𝑗𝑥 are deflected by the magnetic field and cause a transversal 
electric field 𝐸𝑦. Current and field are related by the Hall conductivity 𝜎𝑥𝑦: 𝑗𝑥 = 𝜎𝑥𝑦𝐸𝑦. The Hall 


conductivity turned out to be  


𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2


ℎ
𝑛 
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where 𝑒 is the charge of the electron, ℎ Planck’s constant and 𝑛 an integer which changed with the 
strength of the magnetic field.  


 


 


 


 


 


 


 


 


Fig. 6 Configuration for the quantum Hall effect 


Two years later the quantized nature of the Hall conductivity was explained in a famous paper by 
Thouless, Kohmoto, Nightingale and den Nijs3. The system is periodic in two directions, therefore the 


quantum states |𝑢(𝑘⃗⃗)⟩ are labeled by a wave vector 𝑘⃗⃗=(𝑘1, 𝑘2). The wave vector space is also 


periodic: 𝑘⃗⃗ ∈ ℝ2mod (𝐾⃗⃗⃗1, 𝐾⃗⃗⃗2), and thus forms a torus 𝑇2(Fig. 7). 


 
 
 


 
 
 
 
 


Fig. 7 A periodic wave vector space is equivalent to a torus 


  
The Kubo transport equation for the Hall conductivity is  


𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2


ℎ
∑


1


2𝜋
occupied bands


∫ 𝑑2


torus


𝑘⃗⃗ 𝑖{⟨𝜕1𝑢|𝜕2𝑢⟩ − ⟨𝜕2𝑢|𝜕1𝑢⟩} 


The expression in the curly brace is exactly the Berry curvature, and hence the integers in the Hall 
conductivity are a sum of Chern numbers: 


𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2


ℎ
∑ ch(1)


occupied bands


(𝑇2, 𝑈(1)) 


 
 


E
y
 


j
x
 


B
z
 B


z
 


1K



2K



2Tk

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9.  The spin quantum Hall effect  


Continuous deformations may perturb spatial symmetries, for example cubic symmetry of a crystal. 
But there are extremely generic symmetries that may persist, for example time-reversal or particle 
hole symmetries. These impose restrictions on the topological quantum numbers. Time reversal 


symmetry transforms a state at wavevector 𝑘⃗⃗ to one at wavevector −𝑘⃗⃗, hence on the torus these 
points must be identified. This action modifies the basis manifold and requires new methods for the 
determination of topological quantum numbers, like twisted K-theory.  


An example is the spin quantum Hall effect4. It occurs in isolators with large spin-orbit coupling. 
The role of the magnetic field is taken by the electron spin. The classification is not any more by 
integers ℤ but by ℤ2 = ℤ mod 2. It has been predicted and observed in two-dimensional HgTe/CdTe 
quantum well structures and three-dimensional Bi1-xSbx crystals. The systems are isolators in the bulk 
but show exotic metallic spin polarized currents on the boundaries.  
 


10.  Summary 


Up to 1980 quantum numbers were based on symmetry only, denoting irreducible represenations. 
Symmetries are easy to break, which causes lifting of degeneracies. The explanation of the quantum 
Hall effect, which was discovered in 1980, required the introduction of topological quantum 
numbers. These describe new physical phenomena, like exotic electronic states on the surfaces of 
topological isolators. They are invariant towards deformations of the band structure and hence 
extremely robust. They are realized by Chern numbers of  fiber bundles with abstract curvatures. 
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Abstract: 


Integral kernels are an important tool used in solving boundary value problems. The paper primarily 
concerns physical geodesy applications and thus problems associated with Laplace’s and Poisson’s 
partial differential equation that offer a natural basis for gravity field studies. In the introduction a 
brief review is given on Green’s function constructed for Stokes’ and Neumann’s problem formulated 
for the exterior of a sphere. The second of the problems is considered also within the weak solution 
concept. Galerkin elements are expressed for the special case when the function basis is generated by 
the respective reproducing kernel or represented by reciprocal distances (elementary potentials). The 
solution domain is then generalized and the paper focuses on the construction of  the reproducing 
kernel of Hilbert’s space of functions harmonic in the exterior of an oblate ellipsoid of revolution. In 
the first stage the kernel is represented by a series of ellipsoidal harmonics. However, the manipula-
tion with the series and a numerical implementation of the integral kernel is rather demanding in this 
case, in particular for a high resolution modeling of the solution. This stimulates studies towards an 
analytical summation of the series representing the kernel. In solving this problem some approxima-
tions of Legendre functions of the second kind are used. Two alternatives are discussed. The first ap-
proach is based on the solution of an approximation version of Legendre’s ordinary differential equa-
tion (limit layer approach). In the second alternative the Legendre functions are approximately repre-
sented by hypergeometric functions and series. In both the cases the integral kernel is split into parts 
given by series of Legendre functions of the first kind. The use of Legendre elliptic integrals for their 
summation is pointed out. The results based on the above two alternatives applied for the approxi-
mation representation of the Legendre functions of the second kind are discussed. 
 


 


1. Introduction 


 


In geodesy we are dealing with a number of interesting boundary value problems of mathematical 


physics. We usually work in a system of Cartesian coordinates 1x , 2x , 3x  such that its origin is in the 


center of gravity of the Earth and its 3x  axes coincides with the rotation axes of the Earth. We follow 
a classical or weak solution concept and often use an integral representation of the solution, Green’s 


function method or also Galerkin approximations of the solution. Traditionally and very often solution 


methods applied in this area rest on a mathematical apparatus that actually was developed for a 


spherical boundary. 


 A classical example is the famous Stokes function ( , )G x y . It is associated with the problem to find 
a function T  such that 
 


 
2


| |


T
T f


R



 


 x
for | | Rx and T g  for | | Rx , (1) 
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where 0R   is a constant, 2 2 2
1 2 3| | ( )x x x  x  and   means Laplace’s differential operator. Apart 


from the first degree harmonics 1( )T x  the function ( , )G x y  enables to write the solution of the 
problem in the following form 


1


| | | |


1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )


4 4
y


R R


T T G f d S G g d
 


 


   
y y


x x x y y x y y y , (2) 


 


where yd S  is an element of surface at the point y  and 1 2 3d dy dy dyy  means the volume ele-
ment. For the exterior of the sphere of radius R  Stokes’ function can even be expressed in a closed 
form. We have 
 


 


2


3 2


2 2


1 1 | |
( , ) 3


| | | | | | | || |


cos 1 cos | |
5 3ln 1 ,


2 | || | | || | | |


R R
G


R R 



  


 


  
     


   


x y
x y


x y x x y x y


x y


x y yx y


 (3) 


 


where 2 2( | | )Rx x x  and   is the angle between the position vectors x  and y , see (Holota, 
1985, 1995, 2003b, 2014).  
 Remark 1. ( , )G x y  above is a more general in comparison with Stokes’ function usually applied 
in physical geodesy, see e.g. (Heiskanen and Moritz, 1967), (Moritz, 1980) and (Hofmann-Wellenhof 
and Moritz, 2005). It enables to solve the geodetic boundary value problem not only for Laplace’s 
equation but also for Poissons’ partial differential equation. 
 Another example is Neumann’s function ( , )N x y . It is associated with the problem to find T  
such that 
 


 
| |


T
f






 x
for | | Rx and T g  for | | Rx . (4) 


 


Equally as above we also have a closed form expression of this function 
 


 
1 1 1 | | | | | | cos


( , ) ln
| | | | | | | | (1 cos )


R
N


R








  
  


  


x y x y
x y


x y x x y y
, (5) 


 


see (Holota, 2003b, 2004). In physical geodesy now its restrictions for | | Ry  or for | | | | R x y  
are often applied. In particular for | | Ry , it is obvious that ( , )N N  x  and we easily deduce 
that  


 
2 1 | | | | cos


ln
| | | | (1 cos )


R
N


R








  
 


 


x y x


x y x
. (6) 


 


cf. (Pick et al., 1973) or (Holota, 2003b). In the case that | | | | R x y , we even have 
 


 
1 1 1 sin ( / 2)


( ) ln
sin ( / 2) sin ( / 2)


N N
R






 


 
   


 
, (7) 


 
see (Hotine, 1969), (Pick et al.,1973), (Holota, 2003b) and (Hoffmann-Wellenhof and Moritz, 2005). 
 In geodesy kernel functions have their position also within the concept of the weak solution of 
boundary value problems. Good example is the reproducing kernel. Nevertheless, its construction 
corresponds not only to the geometry of the solution domain, but also to the scalar product associ-
ated with the respective Hilbert space of functions. 
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 Consider e.g. Hilbert’s space (1)
2 ( )RH S  of functions harmonic in the exterior of the sphere of ra-


dius R  which is equipped with the following scalar product 1( , ) ( , )u v A u v , where 
 


 
3


1


( , )


R
i i iS


u v
A u v d


x x


 



 
  x . (8) 


 
One can show that there exists a function ( , )K x y  such that 
 


 
3


1


( , ) ( )
( )


R
i i iS


K v
d v


x x


 



 
 


x y x
x y holds for all (1)


2 ( )Rv H S  (9) 


 
and that in this case 
 


 
1


0


1 2 1
( , ) (cos )


4 1


n
n


n


n
K z P


R n


















x y ,


2


| || |


R
z 


x y
, (10) 


 
where nP  is the usual Legendre polynomial of degree n , see (Holota, 2004). Moreover, it is not ex-
tremely difficult to find that 
 


 
1 2 cos


( , ) ln
4 1 cos


z L z
K


R L





 


  
  


 
x y , (11) 


 
where 21 2 cosL z z   , see also (Tscherning, 1975), (Neyman, 1979) and (Holota, 2004). 
The advantage of using the kernel function ( , )K x y  can be seen from the construction of Galerkin 
approximations to the solution of Neumann’s problem for Laplace’s equation. 
 Recall, therefore, that in this case we are looking for u  such that 
 


 0u  in RS and
u


f
n



 



on RS , (12) 


 
where / n   denotes the derivative in the direction of the unit (outer) normal n  of RS . 
 In the numerical solution the function u  is approximated by the linear combination 
 


 ( )


1


n
n


n j j


j


u c v



 , (13) 


 


where jv  are members of a function basis of (1)
2 ( )RH S . The coefficients 


( )n
jc  can be obtained from 


the respective Galerkin system 


 
( )


1


( , )


R


n
n


j j k k


j S


c A v v v f dS
 


  , 1, ,k n , (14) 


 


where 
 


 


3


1


( , )


R


j k
j k


i i iS


v v
A v v d


x x


 



 
  x , (15) 


 
see (Nečas, 1967), (Michlin, 1964), (Rektorys, 1974), (Holota, 1997, 2004, 2005, 2011). Putting now 
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 ( ) ( , )j jv Kx x y , (16) 


 
we can immediately deduce that in our Galerkin system the elements ( , )j kA v v  are given by 
 


 ( , ) ( , )j k j kA v v K y y , (17) 


 
which results from the reproducing property of the kernel, see (Holota, 2004). 
 The advantage of using the function ( , )K x y  definitely attracts attention. Nevertheless, in con-
structing Galerkin approximations it is tempting to generate basis functions also in a different way. 
Often elementary potentials are used for this purpose, which means that we put 
 


 
1


( )
| |


j


j


v 



x
x y


. (18) 


 
In this case one can show that the diagonal elements are given by 
 


 
2 2


| |2 1
( , ) ln


| | | || |


j


j j


j jj


RR
A v v


RR

 


  
  


y


y yy
, (19) 


 
see (Holota, 2000). Concerning the off diagonal elements, however, the computation is more labori-
ous. In particular, we have to use a series representation of ( )jv x , i.e., 
 


 
1


0


| |
( ) (cos )


| |


n
j


j n jn
n


v P 




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
y


x
x


, (20) 


 
where j  is the angle between the position vectors x  and jy , see e.g. (Heiskanen and Moritz, 
1967) or (Hofmann-Wellenhof and Moritz, 2005). This enables us to get 
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2 4
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j k n jk


n


A v v z P S
R R


 

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


  , (21) 


 
where jk  is the angle between the position vectors jy  and ky , 
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y y
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and 
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 , (23) 


 
Here, however, we are faced by the problem to sum the series on the right hand side of Eq. (23) or 
find a closed expression for the off diagonal element ( , )j kA v v . What we get is 
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2 4
( , )


1 2 cos
j k


jk


A v v S
RR z z


 



 


 
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where 
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1 1


1 2 cos jk


S dz
z z z z



 


  (25) 


 
is an elliptic integral, see (Holota, 1999) and (Holota and Nesvadba, 2014). 


 


2. Transition to an ellipsoid of revolution 


In the introduction we saw that the mathematical apparatus related to the exterior of the sphere is 
fairly developed and transparent. Seemingly, this has an advantage. However, a sphere is rather far 
the shape of the Earth, which has a negative effect on any attempt to reach the solution of the 
boundary value problem formulated for the real surface of the Earth by means of an iteration proce-
dure. Therefore, our aim is to discuss the construction of the mathematical apparatus for the exterior 


ell  of an oblate ellipsoid of revolution. This leads us to an attempt to construct an analogue to 
( , )K x y , i.e. the reproducing kernel ( , )ellK x y  for Hilbert’s space (1)


2 ( )ellH   of functions harmon-
ic in ell  which is equipped with scalar product 1( , ) ( , )u v A u v , where 
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x x
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  x . (26) 


 
A note motivating interest in ellipsoidal reproducing kernels can be found also in (Tscherning, 2004). 
 We will suppose that a  and b , a b , are the semi-axes of the oblate ellipsoid of revolution and 
will consider the ellipsoidal coordinates u ,  ,   related to 1x , 2x , 3x  by the equations 
 


 2 2
1 cos cosx u E    , 2 2


2 cos sinx u E    , 3 sinx u  , (27) 


 
where 2 2E a b   denotes the linear eccentricity, see e.g. Heiskanen and Moritz (1967). Clearly, 
the boundary ell  is then defined by u b . 
 Going now back to ( , )ellK x y , and referring to (Holota, 2004, 2011) and (Holota and Nesvadba, 
2014), we can write immediately that 
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with 
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where nmP  and nmQ  are associated Legendre functions of the first and the second kind, respectively; 
while 
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The problem, however, is the summation of the series that represents the kernel ( , )ellK x y . Never-
theless, inspecting the structure of the coefficients nmxyK , we can find a stimulus to use the limit 
layer theory as discussed in (Sona,1995) or (Sansò and Sona, 2001) and also analyzed in Holota 
(2003c). 
 


3. Approximation - limit layer theory 


As it is known 
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is a solution of  
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which can be shown to be equivalent to Legendre’s equation by using the pure imaginary variable 


/z iu E . This equation has two solutions: Legendre’s function of the first kind nmP  and Legendre’s 
function of the second kind nmQ . Recall that in our case when dealing when with harmonic functions 
in an unbounded solution domain the function nmQ  is the suitable solution. 
 As in (Sona, 1995), in the sequel we will work with the variable /s u b . It is thus obvious that 


( ) ( ) ( )nm nmv u v sb v s   and that for the function v  Legendre’s equation transforms into 
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where 2 2 2e E a . Now, confining ourselves to max1,s s  , where maxs  is an upper bound for s , 
such that 
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can be taken for admissible approximations, we can simplify the equation above. It transforms into 
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The solution ( )w s  obviously differs from ( )v s . Following (Sona, 1995) again, we have 
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where A  is a constant and   has to be one of the two roots, 1 n    and 2 1n   , of the quad-
ratic equation 
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Clearly, 2  is the suitable solution in our case and we obtain 
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where A  has been fixed so that (1) 1w  . Note in particular that ( ) ( ) 1v s w s   for 1s  . 
 As regards the differenced of the two solutions ( i.e. v  and w ) it has been estimated by means of 
Gronwall’s inequality in Holota (2003c). 
 


4. Coefficients in the expansion of ( )ellK x, y   


Within the limit layer theory, we can write approximately that 
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and subsequently derive that 
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which holds, but again with some accuracy only, see (Holota, 2011). 
 Nevertheless, keeping the accuracy up to terms multiplied by 2e , we can substantially modify the 
right hand side of Eq. (40). We obtain 
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Thus in ( , )ellK x y  given by Eq. (28) we will have 
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see e.g. (Čuřík, 1944), with 
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Moreover, denoting by   the angular distance of points ( , )x y   and ( , )y y   on a sphere, when 
  and   are interpreted as spherical latitude and longitude, respectively and using the well-known 
Legendre addition theorem, we can deduce that 
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with 
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where   means x  or y . The terms containing the derivative of nP  with respect to   resulted from 
the dependence of nm  on the index m  and from the use of Legendre’s adition theorem twice differ-
entiated with respect to x  or y  in treating the summation of the series on the right hand side of Eq. 
(28), cf. (Holota, 2003a). 
 


5. Coefficients in ( )ellK x, y  - an alternative concept of approximation 


In our approach we so far used an exact solution of an approximate differential equation. Let us try 
now to change this philosophy and work with an approximate solution of an exact differential equa-
tion. In this case we first recall that 
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where F  is a hypergeometric function, see (Bateman and Erdélyi, 1953) or (Hobson, 1931) and that, 
passing to hypergeometric series, 
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with ( ) ( 1) ( 1), 1,2,3na a a a n n      [ similarly for ( )nb  and ( )nc ]. After elementary 
modifications we have 
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see (Holota and Nesvadba, 2014). Thus, e.g., in a 20km  layer close above the ellipsoid 
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etc. In the sequel, therefore, considering these estimates, we can approximately put 
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see (Holota and Nesvadba, 2014). Similarly recalling that 
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see (Kratzer and Franz, 1960) and putting 
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see (Holota, 2011), we arrive at 
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see (Holota and Nesvadba, 2014). 
 Now we return to the reproducing kernel ( , )ellK x y . Denoting again by   the angular distance 
of points ( , )x y   and ( , )y y   on a sphere, when   and   are interpreted as spherical latitude 
and longitude, respectively, we can deduce that 
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where   means x  or y . Note also that similarly as in the last section Legendre’s addition theorem 
and its second derivative with respect to   have been used in deriving the terms (1) ( , )K x y , 


(2) ( , )K x y  and (3) ( , )K x y , see (Holota and Nesvadba, 2014). 
 


6. Concluding remarks 


The concepts applied for the approximation computation of the coefficients nmxyK  in Sections 4 and 5 
differs. Details concerning the summation of the series in Eqs (62) - (64) are discussed in (Holota and 
Nesvadba, 2014) and also in (Holota, 2014). Therefore, we will confine ourselves just to the results. The 
right hand side of Eq. (62) has the same structure as the series in Eq. (10). Here the summation of 


(1) ( , )K x y  is not a problem. However, for the (2) ( , )K x y  and (3) ( , )K x y  term the summation of the 
series in Eqs (63) and (64) is somewhat more complex. In particular the derivation of closed formulas 
for (2) ( , )K x y  and (3) ( , )K x y  involves the use of Legendre elliptic integrals of the first and the sec-
ond kind, see (Holota and Nesvadba, 2014) and (Holota, 2014). In addition in (Holota and Nesvadba, 
2014) the difference between ( , )ellK x y  given by Eq. (28) and its approximation represented by Eqs 
(61) - (64) was subjected extensive numerical tests. 
 In contrast the results obtained in Section 4 and especially the structure of the series in Eqs (46) - 
(49) have a somewhat different nature. As already mentioned in Section 4 the difference between 
the function ( )v s  and its approximation ( )w s  based on the limit layer theory was estimated by 
means of Gronwall’s inequality in (Holota, 2003c). This confirmed that in ell  the approximation is 
acceptable in a close neighborhood of the boundary ell . Note, however, that the question con-
cerning a similar estimate valid for the difference between the first derivatives of these two functions 
was (though considered) not fully answered so far. 
 Nevertheless, it is worth mentioning that in Section 4 the analytical summation leading to the 
closed form representation of ( ) ( , )nK x y , 2, ... ,5n  , does not need the use of special tools. One 
can show that the series in Eqs (46) - (49) are summable without the use of elliptic integrals. This is 
an interesting finding and definitely also a stimulus for research. The problem will be further dis-
cussed in the next paper on this topic. 
 Finally, note that there exists a rather extensive literature dealing with the implementation of the 
global flattening of the Earth into the mathematical apparatus used for the solution of geodetic 
boundary value problems in gravity field studies. An excerpt from this literature can be found in 
(Holota and Nesvadba, 2014). It contains also numerous references to works by Prof. Erik W. Grafar-
end to whom this contribution is dedicated. 
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1. Preliminary remarks 


Many studies have been published in recent decades to ensure the phenomenon of the star collapse 
as part of Einstein's gravitational theory. The problem arose that Einstein's differential equation 
system is generally not sufficient to determine the necessary variables which describe the collapse. 
There are only a few approaches which are analytical solutions of Einstein's field equations and of 
which the integration constants correspond to physical quantities. With respect to physical 
requirements these approaches are very simplified. They describe stars consisting of  pressureless 
dust. These are the models of Oppenheimer and Snyder and the ones of McVittie and Weinberg. 
Although these models have been well known for decades and widely quoted, they offer some 
surprising properties after a closer examination. We want to present some of them in summary form. 


2. Pressureless models 


McVittie [1] has treated a class of collapsing solutions which are intended to describe stellar objects 
which consist of incoherent dust with homogeneous density and are pressure-free. Since in this case 
the inner resistance against contraction is missing, the object cannot be static. It collapses due to its 
own gravitational forces. 


A completely pressure-free star is not physically realistic. During a collapse the particles of a star 
finally come so close that at a sufficiently high density pressure can be expected. However, a 
pressure-free stellar object can approximately describe a dying star. If the thermonuclear processes 
are exhausted inside a star, the star gives way to its own gravitational attraction and collapses. The 
simplification to freedom of pressure just discussed has good practical reasons. The integration of 
Einstein's field equations without this condition leads to considerable difficulties, a useful analytical 
solution is hard to find. 


The class of McVittie consists of three models, described by the line element 


(2.1) 2 2 2 2 2 2


2


2


1
ds dr ' r ' d dt '


r '
1 k


 
 
    
 
  


K


R


 . 


Therein k is a parameter which can take on the values   k 1,0 1  .  t 'K K  is the scale factor, 


describing the time course of the contraction of the star and 2 2 2 2d d sin d       the lateral part of 


the line element.  r ', , ,t '   are the comoving coordinates, the coordinates of an observer following 


the collapse. Later on, we will use the non-comoving coordinates  r, , ,t  . 
0R  is a constant which 


will have a geometric interpretation. Requirement for any non-rotating collapsing star should be that 
it is surrounded by a Schwarzschild field, the linking condition must be satisfied. 


Since we want to describe the problems in a simple way as possible, we make use of the option to 
treat the models geometrically, ie to represent them as surfaces in a higher-dimensional flat 
embedding space. Therefore it is immediately clear that the case with k 1   is a space with an 
imaginary curvature radius and cannot be connected to the Schwarzschild model with real curvature 
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The case k 1   has not been further treated in the literature. k 0  corresponds to the model of 
Oppenheimer and Snyder [2] and k 1  was rediscovered by Weinberg [3] at a later time and was 
discussed by him in more detail. The two models have been studied by us in numerous papers and 
the results have been clearly summarized in [4]. In the following Sections we go into some 
peculiarities of these models. 


3. The model of Oppenheimer and Snyder 


In 1939, Oppenheimer and Snyder presented a paper that is now known as that paper that gave rise 
to the theory of black holes, although the term 'black hole' was introduced much later. In addition, 
the approach of OS differs from today's methods to implement black holes. The OS model consists of 
a collapsing interior and an exterior solution, whereby the exterior part is the static Schwarzschild 
exterior solution which remains static due to the Birkhoff theorem, even if the field generating stellar 
object collapses. 


 The OS model is based on an existing cosmological solution of Tolman [4], where OS have taken 
the hardly insightful notation of Tolman, which is brought by us into the common form of the 
literature  


(3.1)   2 2 2 2 2 2A ds dr ' r ' d dt '     K . 


The relation between the radial comoving coordinate r '  and the non-comoving r is 


(3.2)  r r ', t ' K K K . 


OS have explicitly given the quantity K . Since K  does not depend on r ' , one has for the coordinate 


transformation between the two systems r r '   K . In addition, OS have specified the relation 


between t '  and t . Thus, a matrix   can be compiled for the transformation between the two 
coordinate systems. Obviously, it is quite tedious to discover such a transformation. Probably for this 
reason, other authors did not specify such a coordinate transformation for their models, or the 
putting up of such a coordinate transformation has not been possible because the model does not 
have an analytical solution. Above all, the use of different coordinate systems has the only purpose to 
make calculations as simple as possible. The main advantage lies in the fact that such a coordinate 
transformation is accompanied by a Lorentz transformation which includes velocity parameters. If 
one has found such a Lorentz transformation, one has on hand the physical velocity of the collapse as 
well, if one refers to the velocity at the surface of the stellar object. 


From (3.2) and the complicated relation between t and t ', which can be found in the paper of OS, 
we can calculate by redifferentiation the holonomic, but rather complicated transformation matrix 


 i i


k ' |k 'x    


and thus, we are able to write down the line element in non-comoving coordinates 


(3.3)     2 2 2 2 2 2 2


T
2


2


1
B ds dr r d a dit ,


r
1


      



R


. 


Due to the similarity with static models, in particular with the Schwarzschild interior solution, the 
OS model can be interpreted geometrically. The spatial part of (3.3) is the line element on a spherical 


cap of radius R . For the polar angle  of the spherical cap one has 


(3.4)     r sin , 1 cos    R . 


Thus, the tools for embedding into a higher-dimensional space are provided.   is simultaneously the 


angle of ascent of the tangent planes of the spherical cap and 


 



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(3.5)     r
v sin    


R
 


is the velocity of the matter particles inside the star. As usual, we interpret the geometry of the 
spatial part of the exterior solution as Flamm's paraboloid. The radial curvature radius of it is easy to 
calculate and is twice the radius of the curvature of the spherical cap at the boundary surface of the 
two geometries. Thus  


(3.6)     
3


gr


2M
R  


applies if is 
gr  the radial coordinate at the boundary surface. Inserting (3.6) into (3.5) we obtain the 


Schwarzschild values 


(3.7)     
g g


g


g


2M 1
v ,


r 2M
1


r


   





. 


The complicated assembled time-like metrical factor 
Ta  of OS, which we did not explicitly write 


down, matches the Schwarzschild value at the boundary surface as well. We have discussed details in 
our paper [5]. 


This result is based on the assumption that the interior OS geometric model is based on a 
spherical cap. We will directly derive these relations from the details provided by OS. Since one can 
read from the line elements (A) and (B) the 4-bein system one can construct a matrix 


m' km' i '
'in k


n
L e e   


which has the simple structure 


(3.8)     
1' 1' 4 ' 4 '


1 4 1 4L , L i v, L i v, L          


but whose components   and v are still quite intricate. We recognize the transformation as a 
pseudo rotation in the local [1,4]-tangential planes. Physically interpreted, it is a Lorentz 
transformation which makes the connection between a static reference system and a comoving 
frame, both related to the interior of the star. 


If one has calculated the expressions (3.8) for the surface of the collapsing star, one has gained 
the physically relevant value for the collapse velocity of the star and the associated Lorentz factor. 


This again gives the values (3.7). Thus, 
gv  is the velocity of an object coming in free fall from infinity, 


and has reached the boundary surface of the geometries. This means that the surface of the star 
itself was at infinity at the beginning of the collapse. The star was infinitely large and collapses in free 
fall, whereby it is surrounded by a Schwarzschild field.  


We would have obtained the same result if we had examined the exterior solution of OS. By a 
simple gauge transformation of the radial coordinate one obtains from the OS-line element the well-
known line element for the free fall in the Schwarzschild field found by Lemaître [5]. 


We want to deepen the problem. We translate the expression given by OS for the mass density of 
the star with the help of the relations used by us and thus we obtain 


(3.9)     
0 2


3
 


R
, 


the standard expression for the mass density, which is known from other models, in particular from 


the interior Schwarzschild solution. Having derived the form of R  from the geometry with (3.6), one 


gets from (3.9) 
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(3.10)     
0 3


g


6M


r
   . 


For 
gr  , thus at the beginning of the collapse, the mass density is zero. The space which fills the 


star is infinitely large, but empty. 
It is assumed that the star can shrink to a point. According to (3.10) the mass density would be 


infinitely large at this location. The surface of the star is said to have crossed the event horizon. 
According to (3.6) there is 2MR . The cap of the sphere then is a hemisphere and adjoins the circle 


at the waist of Flamm's paraboloid. As it is evident from (3.7) the collapse velocity would have 
reached the velocity of light. A further shrinking of the star would destroy the geometric picture. All 
the known problems of the event horizon of Schwarzschild geometry will occur. 


The solution of Oppenheimer and Snyder is an analytical solution of Einstein's field equations, 
which equally describes the interior and the exterior of a stellar object. It fulfills all the formal 
requirements of a field theory based on the laws of general relativity. The above considerations 
suggest, however, that the surface of the object can only asymptotically approach the event horizon. 
The formation of a black hole is not possible from this point of view. We refer to the paper of Mitra 
[6] and his theory of ECOs and MECOs. Mitra [7] has shown that OS have made a mistake by the less 
significant factor of 1 4  at the critical part of the respective calculation. In addition, the crucial 


variable has the wrong sign for penetrating the event horizon. 
The physical usability of the model has been questioned. A pressure-free star which fills the 


vastness of the universe and has vanishing density at the beginning of the collapse and leaves an 
empty space with a Schwarzschild field during the collapse behind it, does not exist.  


4. The model of Weinberg 


In his textbook Weinberg presents a model for a collapsing star. Demanding spherical symmetry and 
choosing suitable initial conditions Weinberg obtains a collapsing interior solution which he adapts 
somewhat intricately to the exterior Schwarzschild solution. Since the solution is already known to 
us, we can write the metric in a form that allows us to represent the model clearly arranged: 


(4.1)     2 2 2 2 2 2 2 2 2


2


2


0


1
(A) ds dr ' r ' d r ' sin d dt '


r '
1


 
 
       
 
 


 


K


R


 . 


In this model the surface of the star is located at the beginning of the collapse at a finite distance 
from the center of gravity. Formally, the process of shrinkage is formulated with the help of two 
velocities 


(4.2)    
R I


0


r r '
v , v   


R R
  


and the associated Lorentz factors  R  and I . Again the relation (3.2) is valid. As with the OS model 


 t 'R R  can be interpreted as the radius of a spherical cap. 
0R  is the initial value of R  and is a 


constant. One finds the relation    3


0R K R .  


(4.3)      2 2 2 2 2 2 2 2 2


R T RB ds dr r d a dt , 1 1 r        R  


is the line element in the non-comoving system. Weinberg notes a complicated expression for  


which takes the well-known form of the surrounding Schwarzschild field on the surface of the star. 


t ' K  can be determined from the field equations. That is enough to set up together with (3.2) 


two necessary components of the transformation matrix  . By transvecting this matrix with the 
bein vectors of both systems one determines the Lorentz transformation which converts one 


Ta
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reference system into one another. From it one reads the velocity of the particles inside the stellar 
object and the associated Lorentz factor 


(4.4)    2 2 R
C I R I C


I


v v v ,



    



. 


Weinberg allows the star to shrink under the event horizon and to contract to a point. This needs 
further consideration. A light signal which is emitted radially from the surface of the collapsing star 
needs an infinitely long coordinate time to reach an observer if the surface coincides with the event 
horizon. This observer sees the star to collapsing eternally, but below the event horizon the star 
cannot be observed by him. Due to the increasing redshift he sees the star fade slowly when the 
surface of the star approaches the event horizon. 


We consider this scenario described by Weinberg hardly realistic. On the one hand the star should 
collapse to a point with infinitely high mass density in a relatively short proper time, on the other 
hand this star should have a finite extent for an external observer for all time. In accordance with the 
principle of relativity, it is evident that two observers which are in different states of motion, have 
also different views about the chronological sequence. But the principle of relativity does not mean 
that an object can have two different mutually excluding states. We therefore assume an 
inconsistency in the model of Weinberg and we want to investigate this problem. 


For the line element in the Schwarzschild field one has 


(4.5)    2 2 2 2 2 2 2ds dl dT dl' dT' dl'' dT''      , 


whereby the expressions stand for a non-comoving system, a system coming in free fall from a finite 


position 
0r  and a system coming in free fall from infinity. T, T' and T'' are the associated proper times. 


The 4-dimensional distance ds between two adjacent points is an invariant, it has the same value for 
all three observers. This, of course, is not true for the 3-dimensional distances and the time intervals. 
For the three observers is ds 0  and  ds 0  is basically excluded due to the invariance of ds. ds 0  
stands for null-lines, ie for observers who would move with the velocity of light. However, in our 
opinion this assumption is absolutely incorrect for an observer who would have reached the event 
horizon. We conclude that the event horizon can be reached only asymptotically in the Schwarzschild 
field and that this must also apply to the surface of a collapsing star. 


The proper times are connected with the coordinate times via the metric factors 


R R R RdT a dt, dT' 'a dt ', dT'' ''a dt '', a 1 2M r        . 


For an observer at rest is  and the Lorentz factor is  1  . For a freely falling observer who comes 


from infinity is known to be v '' 2M r   and the Lorentz factor reads as 


2


R'' 1 1 v '' 1 1 2M r 1 a      . 


Thus one has 


(4.6)   2


R RdT a dt, dT' 'a dt ', dT'' dt ', ' 1 1 v '       . 


The first term is the well-known expression for observers resting in the Schwarzschild field. The 
second term we have discussed in detail in [5] and we have set up a Lemaître transformation for this 
case as well. The third term shows that the proper time only coincides with the coordinate time if the 
observer comes from infinity. We owe Lemaître a detailed investigation for the last case. 


With this we obtain from (4.5) 


(4.7)   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2


R Rds dl a dt dl' ' a dt ' dl'' dt ''       . 


Relating the metric of Weinberg to the surface of the star, we obtain in our abbreviated notation 


2 2 2ds dl' dT''  . 


v 0
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This means that in the Weinberg line element two values are combined belonging to two different 


systems. dl'  belongs to an observer who falls off from a finite position, dT''  to an observer who 
comes from infinity. With this it is evident that with (4.4) Einstein's law of velocity addition is violated 
and the Lorentz relations are destroyed, as well. Instead of (4.4) it should run as 


(4.8)  R I
C C R I R I


R I


v v
v , 1 v v


1 v v



     



. 


On the surface of the contracting star at the beginning of the collapse is g


I g 0 gv r ' 2M r '   R  a 


constant. If we write for this 0v , for the associated constant Lorentz factor 0 , and further 


g g 0r ' r r  , and if we simplify dl to the radial direction we get 


 
c c R


dl
v , dl dr


dT'
    . 


If we integrate the relation 


 
 


R


C C 0 R 0


1
dT' dr dr


v v v



 
  


  


and if we replace the outgoing coordinate r by an incoming 
0r r  starting at 0r  we obtain for the 


proper time T'  as a function of the distance from 
0r  a progress which confirms with T'(0) 0  and 


T'(2M)    that the surface of the star can only asymptotically approach the event horizon, if we 


comply with the laws of relativity. A plot of the function is shown in [5]. However, we are not aware 
of a collapsing model based on the relations (4.8). 


With a further consideration we want to ensure the view that no collapsing star may fall below 
the event horizon, but that a dying star aims at an ultracompact state, which is very similar to a black 
hole, but is an object that can geometrically be described. 


Since the exterior Schwarzschild solution has been proven and describes Nature well, one can 
assume that the interior solution can describe the interior of a star at least in a rough approximation. 
Although the two parameters, such as pressure and mass density are not sufficient to record the 
properties of a star, there is still hope that at least some basic properties of the model have general 
validity. 


The interior Schwarzschild solution has a pressure horizon. If one reduces the volume of the stellar 
object, the pressure in the center will be infinitely high from a certain aperture angle of the spherical 
cap which geometrically describes the interior solution. The interior solution has a further horizon. If 
one drills a hole through the star along a diameter and letting fall an object through it, the object will 
oscillate through the star. Decreasing significantly the radius of the star the oscillating object would 
reach the velocity of light in the center of the star. This excludes a further reduction of the diameter 
of the star. We call this the velocity horizon [5]. It coincides with the pressure horizon. Unfortunately 
a collapsing version of the interior Schwarzschild solution is not known. But we can assume that at 
any given moment of the collapse the interior solution is a snapshot of the shrinking star. If we define 
the interior solution as a model for a contracting star then it basically follows from these properties 
that the star can only asymptotically contract to its inner horizon. However, this inner horizon lies 
higher on the Schwarzschild parabola  than the event horizon. Thus, all the considerations about 
what could happen if the surface of a shrinking star or a falling observer is reaching the event horizon 
are superfluous. Therefore, if we assume the interior and exterior Schwarzschild solutions to describe 
Nature the formation of  black holes is excluded. 


Let us take a look at the conservation law. For a simple model with pressure and mass density the 
stress-energy-momentum tensor has the simple form 


(4.9)  mn mn 0 m nT pg p u u    , 
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whereby the primes on the indices are omitted for the comoving system. In this system one has 


 mu 0,0,0,1  and thus 
4T 0, 1,2,3



   . From n


||nT 0



  one obtains 


(4.10) 4 4


| 0 4
4|


p E 0, E e e
  



    . 


Since one has 4


4e 1  for the above-discussed models, it follows 
|p 0

 . From the view of the 


comoving observer the pressure is spatially constant or zero. The latter is the case for the OS model 
and the Weinberg model. If one prefers a model with nonconstant or nonvanishing pressure one has 


to have 4


4e 1  and one has to take into account the structure of relations (4.6), especially the second 


expression. 
Reinvestigating the two classical models we have demonstrated the difficulties that prevent the 


implementation of a physically relevant structure. If one wants to derive a model which takes into 
account the pressure inside, one has to fulfill some formal conditions. The time-like metric factor 
must be a function of the radial coordinate. Between the coordinate systems of comoving and non-
comoving observers must mediate a Lemaître transformation, between the reference systems a 
Lorentz transformation, whereby Einstein's law of velocity addition must be considered. Moreover, 
descriptive geometric methods can be useful for the realization of these intentions. 
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warmherzige Laudatio. Du hast mich von Anbeginn meiner geodätischen Tätigkeit gefördert, seit 
1971 auf der Generalversammlung der IUGG/IAG in Moskau, hast mir stets mit Rat und Tat zur Seite 
gestanden. Von dir habe ich alles, was Geodäsie betraf, gelernt. Ich schätze mich glücklich, Dich als 
Freund zu haben und gemeinsame Interessen wie Musik und Philosophie pflegen zu können. 
Lieber Heinz Kautzleben, ohne Deine Förderung der heutigen Zusammenkunft – über mehr als einem 
Jahr hast du mir nahezu täglich Briefe geschickt – wären wir heute nicht hier. Du hast mich mit Dei-
nen ungeheuren Kräften in alle Richtungen hin unterstützt. Dank Dir weiß ich heute, was es heißt, 
eine derartige Veranstaltung vorzubereiten. Du hast mit großer Geduld meine Einladungsliste aufge-
nommen und unterstützt. DANKE! 


Let us switch to English 


Dear Jozsef Adam (Budapest/Hungary) and dear Markku Poutanen (Helsinki/Finland), you are repre-
senting your famous Hungarian Academy of Science and the celebrated Finnish Academy of Science 
and Letters: we know each other for many years. Great that you speak today to my honor. Dear 
Markku, special thanks also to you. Your Academy of Science and Letters, in particular, honoured me 
today with the 2014 Väisähä Medal, an excellent sign of our close cooperation. The official letters 
from both the Academies were very much appreciated from my side. The four universities which 
honoured me with a Doctor h.c. were represented by G. Hein (ESA/Paris), J. Adam (Budapest) and L.E. 
Sjoeberg (Stockholm) were planning a special lecture: thanks a lot! I had been serving the IAG for 12 
years being the Vice-President / President of Section 4 “Theory and Numerical Applications”. I am 
looking forward to the words of Harald Schuh, Vice-President of the IAG. Being in
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the President Position of the DGK Scientific Advisory Board, (the present President Bernhard Heck-
wrote ma a friendly letter) I am looking forward to Theo Kötter, President of DGK (Bonn), special ad-
dress. 


I have been looking forward to the scientific contributions by you, my distinguished famous col-
leagues. Please, give me more time to digest your contribution. I will answer afterwards in more de-
tail:  


Reiner Rummel (Munich/Geodesy) 
Petr Holota (Prague/Geodesist) 
Lars E. Sjoeberg (Stockholm/Geodesist) 
Friedrich W. Hehl (Cologne/Theoretical Physics) 
Hans-Rainer Trebin (Stuttgart/Theoretical Physics) 
Rainer Schimming (Potsdam/Theoretical Physics) 
Hartmut Hecht (Berlin/Historian) 
Fernando Sanso (Milano/Geodesist) 
Zuheir Altamimi (Paris/Geodesist) 
Günter Hein (Paris/Geodesist) 
Bernhard Hofmann-Wellenhof (Graz/Geodesist) 
Janusz Zielinski (Warsaw/Geodesist) 
Michael Schmidt (Munich/Geodesist) 
Evangelos Livieratos (Thessaloniki/Geodesist) 
Peter Varga (Budapest/Geophysics) 


 


My scientific heros 


 


(à la Hoagy Carmichael: Star Dust) 


Friedrich Robert Helmert, geboren in Freiberg, Sachsen (1843 - 1917), ist berühmt für seine Bücher 
• 2 Bände / 1890 / Theoretische Geodäsie 
• 1 Band / 1872 / Ausgleichungsrechnung 


Beide Bücher wurden in seiner Zeit als Professor in Aachen geschrieben. Er studierte an der „Poly-
technischen Schule“ Vermessungswesen in Dresden. 1863 studierte er auf Rat seines Professor Nagel 
fast 2 Jahre Mathematik in Leipzig: Dort lehrte Frobenius. Von ihm lernte er, was heute „Exterior 
Calculus“ heißt. Von 1886 – 1917 übernahm er die Leitung des berühmten Potsdamer Geodätischen 
Instituts. (Das Institut hieß damals etwas anders) 


? Warum ist F.R. Helmert mein wissenschaftlicher Held 


Auf der Basis der Differentialformen – er hatte dies von Frobenius gelernt – wies er nach, dass die 
Beobachtungen des trigonometrischen Nivellements nicht integrabel sind. Derartige Koordinaten 
heißen heute „anholonom“. Auf ihn geht die Konzeption von geopotentiellen Koten zurück, die über 
den Betrag der Schwerkraft aus nivellitischen Höhenunterschieden durch einen integrierenden Faktor 
holonome Höhen als potentielle Koten erzeugt. Er ist der Begründer der Physikalischen Geodäsie; bis 
dahin galt nur die Geometrische Geodäsie! 
 


Mein wissenschaftlicher Held 


 


(à la Jimmy Forest: Night Train) 


Helmut Wolf, geboren in Werdau/Sachsen (1910 - 1994), ist auch berühmt für seine speziellen Bü-
cher in der Ausgleichungsrechnung und Arbeiten auf allen Gebieten der Geodäsie: 


Physikalische Geodäsie 
Geometrische Geodäsie (GPS - LPS) 


Satellitengeodäsie 
Photogrammetrie 
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Kartographie 
Theorie der Ausgleichungsrechnung 


Helmut Wolf ist einer der am meisten ausgezeichneten Geodäten seiner Zeit: 4 Ehrendoktorhüte im 
In- und Ausland. 278 Publikationen stehen zu Buche. Er ist der Begründer desweltweit einzigen „Insti-
tutes für Theoretische Geodäsie“ an der Universität Bonn.  


Weltbekannt wurde er durch seine für die damalige Zeit sehr, sehr aufwendigen Berechnungen 
zum „European Datum“ basierend auf dem Referenzellipsoid. Zwei Jahre nach dem zweiten Weltkrieg 
arbeitete er bei Max Schuler an der Universität Göttingen, dem damaligen Kreisel-Papst! Über Ver-
messungskreisel ging meine Dissertation. 


Meinerseits bin ich Helmut Wolf sehr verbunden. Er holte mich nach dem Studium der Theoreti-
schen Physik an der Technischen Universität Clausthal an sein „Institut für Theoretische Geodäsie“. 
Auf seine stetige Förderung ging meine Berufung zum „Außerordentlichen Professor“ für Geodäsie im 
Alter von 31 Jahren an der Universität Bonn zurück! Dort war ich von 1969 – 1975 tätig, nur unter-
brochen von einer Gast-Professur am Department of Geodetic Science der Ohio State University, Co-
lumbus/Ohio,USA. Dort durfte ich mit dem berühmten Finnen Urho Uotila zusammen arbeiten und 
lernte die amerikanischen Kollegen Ivan Mueller und Richard Rapp kennen. 


Helmut Wolf blieb mit der Breite seiner theoretischen Forschungsarbeiten Vorbild für mich. Ich 
habe Zweifel gehabt, ob ich seine hohen Erwartungen an mich erfüllen konnte. Nach seinem Ableben 
durfte ich die Gedächtnisrede auf Helmut Wolf halten: Sie ist nachzulesen in der Reihe A, Heft 115, 
Deutsche Geodätische Kommission bei der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 97 Seiten, 
München 1998. Es ist bemerkenswert, dass seine letzte Arbeit F.R. Helmert zum Thema hatte. 


Meine wissenschaftlichen Helden von größtem Einfluss auf mich waren bzw. sind: 
Antonio Marussi 
Helmut Moritz 
Erwin Groten 


Wolfgang Keller 


 
 


„Mein wissenschafliches Vermächtnis“ 


 


Basis aller wissenschaftlichen Arbeiten ist die Dreieckstruktur von 
• Angewandten Wissenschaften 
• Experimentellen Wissenschaften 
• Theoretischen Wissenschaften 
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Gemessen an der Zahl der wissenschaftlichen Veröffentlichungen – nicht der Bedeutung nach – ist 
die Abfolge 


• Anwendungen: 70% 
• Experiment: 20% 
• Theorie: 10% bis 0% 
 


 
 


Ein Beispiel sei hier genannt: 


Anwendungen: 


GPS Positionierung 
 


Experiment: 


Basis: Hydrogen - Maser - Uhren 
 


Theorie: 


Relativistische Effekte 
 


 


 
 


Zukunft der Geodäsie 
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Geodäsie – Photogrammetrie – Kartographie – Navigation – Planungswissenschaften 
Kooperationen 


Geodäsie, Geophysik, Umweltwissenschaft 
Ozeanographie – Feste Erde – Atmosphäre – Luft-/Raumfahrt 


UND 
Basiswissenschaften 


Physik, Mathematik, Astrophysik, Planetologie 
Beispiel: Manusripta geodaetica: 
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Antonio Machado 


 „Wanderer, es gibt keinen Weg, 
der Weg entsteht beim Gehen“ 


 


Johann Wolfgang von Goethe 


„Nun steh ich hier 
Ich armer Tor 


Und bin so klug 
Als wie zuvor“ 


! Dank an Dr. Tilo Reubelt für alle IT–Unterstützung! 
 
 


Adresse des Verfassers: 
Erik. W. Grafarend, Rhoneweg 19, 70771 Leinfelden-Echterdingen; grafarend@gis.uni-stuttgart.de 
 
 





