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Die Zahlen der Physik"

0. Einleitung

Im Jahre 1972 hielt der namhafte Physiktheoretiker Freedman J. DysoN die
,/Gibbs-Vorlesung* unter dem Titel ,Missed Opportunities* [DYSO72]. Er
berichtete in dieser Vorlesung, daB er sich in den Ferien, wenn er sich von
der Physik erholen will, mit Zahlentheorie befaBt. Dabei hatte er fiir die
Entwicklungskoeffizienten t(n) der 24-ten Potenzen der Dedekindschen m-
Funktion

O e = x I (12 = Ta(nr'

eine merkwiirdige Formel gefunden. Er entdeckte dann noch solche
Formeln fiir andere Potenzen der n-Funktion und schaute, wie er berich-
tet, verwundert auf die Liste der Potenzen d, fiir die solche Formeln exis-
tieren:

0.2) d=3,8,10, 14, 15, 21, 24, 26, 28, 35, 36, ...

Als Physiktheoretiker, in einer Zeit, in der die Symmetriegruppen die
Quantentheorie beherrschen, erkannte er, daB all diese Zahlen, auBer der
26, die Dimensionen der kompakten Lieschen Symmetriegruppen in auf-
steigender Folge sind. Diese ,,very strange formulas“, wie sie genannt
werden, haben eine lange Geschichte, die auf EULER und JACOBI zuriick-
geht. Ohne daB er es wuBlte, wie DYSON weiter erzihlte, hatte MACDONALD
die gleichen Formeln bei seinen Forschungen iiber modulare Formen
gefunden, und zwar zu einer Zeit, als beide gemeinsam am Institute for
Advanced Studies in Princeton arbeiteten. Dies bezeichnete Dyson als

* Vortrag, gehalten in der Klasse Naturwissenschaften der Leibniz-Sozietit am 22.
Dezember 1995
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eine erste solche ,,verpaBte Gelegenheit” und wertete dies als einen
Ausdruck des unbegriindeten Abstandes zwischen Mathematik und
Physik. DysoN schreibt dann weiter: ,,... MACDONALD klérte das ganze
Gebiet ohne meine Hilfe gliicklich auf. Das einzige Ding, was er nicht
klirte, war der Fall d = 26, welcher weiterhin ein quélendes Mysterium
bleibt“. DysoN verliert dann kein Wort mehr iiber die 26, obwohl sie in den
iltesten Versionen der Stringtheorie bereits eine Rolle spielte. Das hitte
DysoN spiter eine weitere ,,verpaite Gelegenheit” nennen konnen. Aller-
dings mufite noch mehr als ein Jahrzehnt vergehen, bevor die Stringtheorie
im Jahre 1984 eine ,dramatische Wiedergeburt“ erlebte ([KAKU93],
S.125 und [WEIN93], S.224) und dann nach und nach offensichtlich wur-
de, daB ein direkter Weg von den physikalischen Ideen der Stringtheorie
zur Zahlentheorie fiihrt und speziell auch zu Dysons merkwiirdigen
Formeln und der seltsamen Zahl 26.

Diese Geschichte illustriert, welch innerer Zusammenhang zwischen
zahlentheoretischen und physikalischen Wahrheiten existiert. DaB sich
diese Zweige der Naturerkenntnis im Schaffen groBer Gelehrter, von
KEePLER, NEWTON, LEIBNIZ iiber EULER, LAGRANGE, GAUS, JacOBI und
MINkowsK]I, bis hin zu DYSON, vereinen, ist Legende. Neu ist, daB durch
die Entstehung der Stringtheorie sichtbar wird, wie der Reichtum der zah-
lentheoretischen Beziehungen bereits in die Fundamente der Physik, tiefer
als die Elementarteilchen, gelegt ist. Unter diesem Gesichtspunkt erschei-
nen auch die Beziehungen der Zahlen und Gesetze der klassischen Physik
zu zahlentheoretischen Wahrheiten, die bisher immer den Anstrich ,ma-
thematischer Zufalligkeiten* hatten, in einem anderen Licht.

Noch eine Bemerkung aus der Dysonschen Vorlesung wollen wir auf-
greifen. Er schreibt, daB er aus den beriihmten Ubersichtsvortrigen von
HuBeRT 1900 und Minkowsk1 1908 gelernt hat, daB man nicht verstind-
licher wird, wenn man allgemein iiber die Dinge redet, sondern daB es bes-
ser ist, die Problematik an konkreten Fakten zu erldutert. Davon wollen
auch wir uns leiten lassen.

Der Titel dieses Vortrages kann Verwunderung und Widerspruch her-
vorrufen. Was sollen ,.Die Zahlen ...“ der Physik sein? Soll es einen Sinn
haben, und welchen, von den Zahlen einer speziellen Wissenschaft zu
sprechen? Schauen wir zuerst auf einfachste Beispiele. Die Kreiszahl T =
3,14... und die Basis des natiirlichen Logarithmus e = 2,73... wird man
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als Zahlen der Mathematik ansehen. Wenn man diesen Zahlen in der Phy-
sik, Chemie, Biologie usw. begegnet, sicht man dies in der Regel als eine
Konsequenz der Anwendung der Mathematik an. Anders ist es mit der
Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante o (2.17). Sie wird man als eine
Zahl der Physik akzeptieren. Wenn sie in chemischen Arbeiten vorkommt,
so wird man dies wiederum als eine Konsequenz der Anwendung der
Physik in der Chemie verstehen. Die Feinstrukturkonstante o ist eine fun-
damentale Naturkonstante. Sie ist dimensionslos und dadurch vollkom-
men unabhingig von der Wahl des MaBsystems. Trotzdem ist es noch kei-
ne Zahl der Mathematik, da sie noch nicht berechnet werden kann.

Ganz anders sieht es mit der Strahlungskonstanten ¢ in der Stefan-
Boltzmannschen-Strahlungsformel U = ¢ T* aus. Obwohl diese Konstante
der klassischen Physik auf den ersten Blick viel weniger ,,fundamental
erscheint als die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, ist sie, bezogen
auf das absolute MaBsystem, eine vollstindig berechenbare GroBe. Dies
werden wir in den zentralen Teilen des Vortrages ausfiihrlich diskutieren.

Alle Zahlen der Physik, die sich bereits berechnen lassen, gehdren zu
ganz wenigen Typen. Die meisten von ihnen gehoren tiberhaupt nur zu ei-
nem Typ. Sie lassen sich aus der {-Funktion berechnen. Es ist ein Haupt-
anliegen dieses Vortrages zu verdeutlichen, dal ein enger Zusammenhang
zwischen physikalischen und zablentheoretischen GesetzmiBigkeiten
besteht, der bereits in der klassischen Physik immanent ist, obwohl er dort
noch als ,,zufillig* erscheinen kann. Ganz offensichtlich wird diese Tat-
sache durch die Stringtheorie, eine der neuesten Entwicklungen in der Ele-
mentarteilchenphysik.

Bevor wir im nédchsten Abschnitt detaillierter darauf eingehen, welche
Zahlen in der Physik auftreten, sollen noch einige Worte zur Zahlentheorie
selbst gesagt werden. Den Babyloniern verdanken wir das ilteste erhalten-
gebliebene Dokument der Zahlentheorie, das auf etwa 1900 v. u. Z. zu da-
tieren ist. Der Text gibt ganzzahlige Losungen der Gleichung x* + y* = z2
an, d.h., er bezieht sich auf Pythagoreische Tripel. Nach der chinesischen
Mythologie zu urteilen, geht das Interesse fiir die Zahlen bis auf 3000
Jahre v.u.Z. zuriick, doch ist uns kein Zeugnis dieses Zeitalters iiberliefert
([DIEUSS], S.171). Neben einigen zahlentheoretischen Problemen, die im
»Euklid“ genarint sind, ist aus dem Altertum vor allem das Werk des
DioPHANT von-Alexandria zu nennen, der, soweit bekannt ist, der #lteste
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Autor ist, der iiber Algebra geschrieben hat. Das Werk handelt von den Ei-
genschaften der Zahlen und enthalt schwierige Aufgaben, die mit grofer
Geschicklichkeit und viel Scharfsinn gelost sind. Als Diophantisches Pro-
blem bezeichnet man heute jede Aufgabenstellung, ganzzahlige Losungen
von Gleichungen zu finden. Die berithmteste dieser Aufgaben ist die Fer-
matsche Vermutung: ,,Es gibt keine ganzzahligen Losungen der Gleichung

0.3) X"+ Y =2Z2" fiir n>3

d.h., es gibt keine Verallgemeinerung der Pythagoreischen Tripel fiir
Potenzen n > 2.“ Diese Vermutung ist erst vor kurzem bewiesen worden.
In welchem Bezug dieses zahlentheoretische Problem zur Physik steht,
werden wir noch erldutern (Abschnitt 4). FERMAT verdankt man eine groBe
Zahl merkwiirdiger Sitze der Zahlentheorie, die er meistens ohne Beweis
geliefert hat, und von denen auch einige falsch sind. Von diesen Problemen
wollen wir noch eines erwihnen, das auch in einem interessanten Zu-
sammenhang zu physikalischen Problemen steht: Jede natiirliche Zahl n
ist Summe von vier Quadraten,

(0.4)  Vierquadratesatz: n=x+y +7 + L

Es waren erst EULER und dann LAGRANGE, die die Zahlentheorie durch ihre
Beitrige in den Rang einer modernen mathematischen Disziplin erhoben.
Im Gedankenkreis der Gelehrten, die die Grundlagen fiir die heutige ma-
thematische Physik legten, nahmen zahlentheoretische Betrachtungswei-
sen noch einen markanten Platz ein. LAGRANGE, den heute jeder Physik-
student zu den Physikern zihlt, 1oste den Vierquadratesatz. Die Unter-
suchungen dazu sind in den Abhandlungen unserer Akademie niederge-
legt. DaB damit der Zusammenhang dieses ,.exotischen* zahlentheoreti-
schen Problems zur Physik noch nicht beendet ist, werden wir im weite-
ren noch sehen.

Die Bewertung von tiefgehenden und erstaunlichen Beziehungen zwi-
schen Zahlen als Ausdruck wesentlicher Zusammenhinge des Universums
ist seit dem Pythagoreismus immer mehr in den Hintergrund getreten und
wird auch heute noch filschlicherweise als Zahlenmystik abgewertet. In
der iiblichen Darstellungsweise der Physikgeschichte wird KEPLER nach
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KoPErRNIKUS an den Anfang der neuzeitlichen Physik gestellt, und seine
weltanschaulichen Uberzeugungen iiber die nicht zuletzt mathematische
Harmonie im All, auf deren Grundlage er seine Entdeckungen machte,
werden als mystische Uberbleibsel dargestellt. In Wirklichkeit ist dem
ganz und gar nicht so, sondem bis hin zu den Giganten der wissenschaft-
lichen Revolution, NEWTON und LEIBNIZ, war ein Weltbild iiber den grund-
legenden Charakter einer inneren Harmonie des Universums, die weit iiber
das hinausgeht, was man heute ,,Newtonsche Physik* nennt, dominierend.
Was NEwTON anbelangt, so scheint im besonderem MaBe von seinen
Nachfolgern regelrechte Filschung am Werke gewesen zu sein, um Spuren
einer wesentlichen Seite seines Weltbildes zu tilgen, damit nicht eine Vor-
stellungswelt des Meisters das Bild einer Physik triibt, die man in seinem
Namen verfochten hat. Daraus erklirt sich wohl auch die Tatsache, daB
man offensichtlich seine alchimistischen Schriften versteckte, so daB sie
erst 1936 gefunden wurden. So liest man heute sogar schon die Be-
merkung, da man NEWTON als den letzten Alchimisten ansehen muf. Fiir
die Bewertung eines Gelehrten, der so wie NEWTON zu einer Revolution in
der Wissenschaft beigetragen hat, bedeutet das keinen Widerspruch zu an-
deren Einschéitzungen. Was allerdings zu korrigieren ist, ist die Vernach-
lassigung in der erkenntnistheoretischen Wichtung tiefgehender mathema-
tischer Zusammenhinge, die, wie gesagt, auch heute noch als ,,Zahlen-
mystik*“ oder ,,Numerologie* abgewertet werden. Natiirlich gab es dafiir
handfeste Griinde aus der Praxis der wissenschaftlichen Arbeit heraus.
Wie wir schon bemerkten, hatte selbst die Mathematik bis zu EULER und
LAGRANGE kein wissenschaftliches Instrumentarium, um die einfach zu
formulierenden Probleme iiber zahlentheoretische Zusammenhinge me-
thodisch zu behandeln. Dariiber hinaus muBten in einem auf mechanisti-
sche Vorstellungen reduzierten Weltbild die zahlentheoretischen Zusam-
menhénge als ,,Kuriosum* erscheinen. Obwohl LEIBNIZ schon weiter war,
hat selbst ein solcher Geistesgigant wie KANT die Annahme eines dreidi-
mensionalen Raumes noch als apriori gegebene Denknotwendigkeit be-
zeichnet. Weit war der Weg von dieser Zeit iiber die Raum-Zeit Einsteins
und Minkowskis bis hin zu den mehrdimensionalen ,,wirklich physikali-
schen* Riumen der Stringtheorie, um den Raum wieder als das zu neh-
men, was er nach LEBNIZ ist, eine Ordnungsbeziehung zwischen den Din-
gen. Dabei ist keineswegs jede Raumdimension gleichwertig. Man kann
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die ,,echten® physikalischen Probleme nicht in irgendeiner Dimension for-
mulieren, so wie es bei mechanischen oder steuerungstheoretischen Pro-
blemen oft geschieht, indem man sagt, ,,nehmen wir an, wir haben n Frei-
heitsgrade und wihlen deshalb einen n-dimensionalen Raum“. Jede spezi-
elle Seite der physikalischen Beziehungsmannigfaltigkeit bestimmt ihren
Raum und damit auch seine Dimension. Die Superstrings ,,leben” in einer
10-dimensionalen Welt und die Bosonenstrings in einer 26-dimensiona-
len. Auf die letztere werden wir niher eingehen, weil damit besonders
schone und einfach formulierbare zahlenm#Bige Zusammenhénge verbun-
den sind. Nicht zuletzt driickt sich die ausgezeichnete Stellung der Dimen-
sion 26 in der Tatsache aus, daB die ,kuriose* Beziehung

0.5) P+22+3+.. 424 = 707

nur fiir diese aufeinanderfolgenden Zahlen gilt, also fiir kein anderes n ist
12+ 22 +.. +n* = a> mit irgendeiner ganzen Zahl a, eine Tatsache, die schon
1924 MoRDELL bewiesen hat. Wieso aber die Dimension 26, wenn in die-
ser Gleichung die Zahlen nur von 1 bis 24 laufen? Um diesen
Zusammenhang zu sehen, muBte man erst entdecken, welche exzeptionel-
le Bedeutung der ganzzahlige Vektor (0,1,2,3,...,24,70) im 26-dimensio-
nalen Minkowskiraum mit den Koordinaten (X;,X;, ... ,Xp¢) hat. Es ist
namlich X2 + X2 + X,% + ... + Xp5° - Xp¢* = O fiir diesen ganzzahligen
Vektor. Er ist damit ein ausgezeichneter lichtartiger Vektor. Wir kommen
darauf im letzten Abschnitt iiber ,,Minkowski, Dyson und die 26“ zuriick.

Bevor wir uns aber in die exotischen Dimensionen der Stringtheorien
begeben, wollen wir uns die Zahlen der klassischen Physik genauer anse-
hen.

1. Beispiele fiir Zahlen der Physik

Wir wollen jetzt alle allgemeineren Erorterungen dariiber, was die Zahlen
der Physik sind, beiseite lassen und gleich konkret werden, indem wir uns
anhand von. zwei Biichern iiber Physik ansehen, welche Zahlen genannt
werden. Wir nehmen dazu das Lehrbuch der Theoretischen Physik von
Joos, das erstmals 1932 erschien und auch heute noch ein Standardwerk
der klassischen theoretischen Physik ist [JOOSS59], und das Buch
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Mikrokosmos-Makrokosmos von LANIUS, das eine aktuelle Darstellung
des Weltbildes der Physik ist, wie es auch im Untertitel heiBt [LANI8S].
In beiden Biichern findet man hundertfiinfzig bis zweihundert Zahlen.
Schauen wir uns zuerst bei Joos an, welche Zahlen in der klassischen
theoretischen Physik auftreten.

Da sind zuerst die Zahlen in den Naturgesetzen zu nennen, etwa in fol-
genden Beispielen:
Gravitationsgesetz. Die Gravitationskraft K ist den beiden beteiligten
Massen M;, M, jeweils proportional und dem Quadrat der Entfernung r
umgekehrt proportional:

2

2.
(1.1) K=GMM , _ s5670 10N
5= 8 T

G ist die Gravitationskonstante, die wir im SI-System der international
festgelegten Mafleinheiten angeben.
Fallgesetz. Der Fallweg s ist dem Quadrat der Fallzeit t proportional:

(12) s=Lgp g=9s1m.
28008 §

g ist die Erdbeschleunigung. An dieser Stelle ist bewuBt etwas ,,gemo-
gelt“, denn das Fallgesetz findet man in dieser Form im Joos gar nicht,
weil er es schon als einen Spezialfall des allgemeinen Beschleuni-
gungsgesetzes ansieht. Auflerdem ist die Erdbeschleunigung im heutigen
Sinne keine Naturkonstante mehr, diese sind immer auf dem gesamten
Kosmos bezogen, sondern man kann sie als ,,Erdkonstante” bezeichnen.
Pendel. Die Schwingungsdauer T des Pendels ist proportional der Qua-
dratwurzel aus der Pendellinge L.

(1.3) T =o2m 4%

Was wir mit diesen drei Gesetzen verdeutlichen wollen, ist der Charakter
der Zahlen, die in ihnen auftreten. Auf dem ersten Blick scheint es, daB die
Gravitationskonstante in (1.1) eine ,,wesentlichere* Zahl der Physik ist, als
die 2 (oder 1/2) im Fallgesetz. Das ist aber keineswegs so, denn die 2
kommt durch die Integralrechnung in die Formel hinein. Wenn man die 2
an dieser Stelle ,,verschwinden* 146t, also z.B. in das g mit hineinnimmt,






