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Die Zahlen der Physik"

0. Einleitung

Im Jahre 1972 hielt der namhafte Physiktheoretiker Freedman J. DysoN die
,/Gibbs-Vorlesung* unter dem Titel ,Missed Opportunities* [DYSO72]. Er
berichtete in dieser Vorlesung, daB er sich in den Ferien, wenn er sich von
der Physik erholen will, mit Zahlentheorie befaBt. Dabei hatte er fiir die
Entwicklungskoeffizienten t(n) der 24-ten Potenzen der Dedekindschen m-
Funktion

O e = x I (12 = Ta(nr'

eine merkwiirdige Formel gefunden. Er entdeckte dann noch solche
Formeln fiir andere Potenzen der n-Funktion und schaute, wie er berich-
tet, verwundert auf die Liste der Potenzen d, fiir die solche Formeln exis-
tieren:

0.2) d=3,8,10, 14, 15, 21, 24, 26, 28, 35, 36, ...

Als Physiktheoretiker, in einer Zeit, in der die Symmetriegruppen die
Quantentheorie beherrschen, erkannte er, daB all diese Zahlen, auBer der
26, die Dimensionen der kompakten Lieschen Symmetriegruppen in auf-
steigender Folge sind. Diese ,,very strange formulas“, wie sie genannt
werden, haben eine lange Geschichte, die auf EULER und JACOBI zuriick-
geht. Ohne daB er es wuBlte, wie DYSON weiter erzihlte, hatte MACDONALD
die gleichen Formeln bei seinen Forschungen iiber modulare Formen
gefunden, und zwar zu einer Zeit, als beide gemeinsam am Institute for
Advanced Studies in Princeton arbeiteten. Dies bezeichnete Dyson als

* Vortrag, gehalten in der Klasse Naturwissenschaften der Leibniz-Sozietit am 22.
Dezember 1995
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eine erste solche ,,verpaBte Gelegenheit” und wertete dies als einen
Ausdruck des unbegriindeten Abstandes zwischen Mathematik und
Physik. DysoN schreibt dann weiter: ,,... MACDONALD klérte das ganze
Gebiet ohne meine Hilfe gliicklich auf. Das einzige Ding, was er nicht
klirte, war der Fall d = 26, welcher weiterhin ein quélendes Mysterium
bleibt“. DysoN verliert dann kein Wort mehr iiber die 26, obwohl sie in den
iltesten Versionen der Stringtheorie bereits eine Rolle spielte. Das hitte
DysoN spiter eine weitere ,,verpaite Gelegenheit” nennen konnen. Aller-
dings mufite noch mehr als ein Jahrzehnt vergehen, bevor die Stringtheorie
im Jahre 1984 eine ,dramatische Wiedergeburt“ erlebte ([KAKU93],
S.125 und [WEIN93], S.224) und dann nach und nach offensichtlich wur-
de, daB ein direkter Weg von den physikalischen Ideen der Stringtheorie
zur Zahlentheorie fiihrt und speziell auch zu Dysons merkwiirdigen
Formeln und der seltsamen Zahl 26.

Diese Geschichte illustriert, welch innerer Zusammenhang zwischen
zahlentheoretischen und physikalischen Wahrheiten existiert. DaB sich
diese Zweige der Naturerkenntnis im Schaffen groBer Gelehrter, von
KEePLER, NEWTON, LEIBNIZ iiber EULER, LAGRANGE, GAUS, JacOBI und
MINkowsK]I, bis hin zu DYSON, vereinen, ist Legende. Neu ist, daB durch
die Entstehung der Stringtheorie sichtbar wird, wie der Reichtum der zah-
lentheoretischen Beziehungen bereits in die Fundamente der Physik, tiefer
als die Elementarteilchen, gelegt ist. Unter diesem Gesichtspunkt erschei-
nen auch die Beziehungen der Zahlen und Gesetze der klassischen Physik
zu zahlentheoretischen Wahrheiten, die bisher immer den Anstrich ,ma-
thematischer Zufalligkeiten* hatten, in einem anderen Licht.

Noch eine Bemerkung aus der Dysonschen Vorlesung wollen wir auf-
greifen. Er schreibt, daB er aus den beriihmten Ubersichtsvortrigen von
HuBeRT 1900 und Minkowsk1 1908 gelernt hat, daB man nicht verstind-
licher wird, wenn man allgemein iiber die Dinge redet, sondern daB es bes-
ser ist, die Problematik an konkreten Fakten zu erldutert. Davon wollen
auch wir uns leiten lassen.

Der Titel dieses Vortrages kann Verwunderung und Widerspruch her-
vorrufen. Was sollen ,.Die Zahlen ...“ der Physik sein? Soll es einen Sinn
haben, und welchen, von den Zahlen einer speziellen Wissenschaft zu
sprechen? Schauen wir zuerst auf einfachste Beispiele. Die Kreiszahl T =
3,14... und die Basis des natiirlichen Logarithmus e = 2,73... wird man
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als Zahlen der Mathematik ansehen. Wenn man diesen Zahlen in der Phy-
sik, Chemie, Biologie usw. begegnet, sicht man dies in der Regel als eine
Konsequenz der Anwendung der Mathematik an. Anders ist es mit der
Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante o (2.17). Sie wird man als eine
Zahl der Physik akzeptieren. Wenn sie in chemischen Arbeiten vorkommt,
so wird man dies wiederum als eine Konsequenz der Anwendung der
Physik in der Chemie verstehen. Die Feinstrukturkonstante o ist eine fun-
damentale Naturkonstante. Sie ist dimensionslos und dadurch vollkom-
men unabhingig von der Wahl des MaBsystems. Trotzdem ist es noch kei-
ne Zahl der Mathematik, da sie noch nicht berechnet werden kann.

Ganz anders sieht es mit der Strahlungskonstanten ¢ in der Stefan-
Boltzmannschen-Strahlungsformel U = ¢ T* aus. Obwohl diese Konstante
der klassischen Physik auf den ersten Blick viel weniger ,,fundamental
erscheint als die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, ist sie, bezogen
auf das absolute MaBsystem, eine vollstindig berechenbare GroBe. Dies
werden wir in den zentralen Teilen des Vortrages ausfiihrlich diskutieren.

Alle Zahlen der Physik, die sich bereits berechnen lassen, gehdren zu
ganz wenigen Typen. Die meisten von ihnen gehoren tiberhaupt nur zu ei-
nem Typ. Sie lassen sich aus der {-Funktion berechnen. Es ist ein Haupt-
anliegen dieses Vortrages zu verdeutlichen, dal ein enger Zusammenhang
zwischen physikalischen und zablentheoretischen GesetzmiBigkeiten
besteht, der bereits in der klassischen Physik immanent ist, obwohl er dort
noch als ,,zufillig* erscheinen kann. Ganz offensichtlich wird diese Tat-
sache durch die Stringtheorie, eine der neuesten Entwicklungen in der Ele-
mentarteilchenphysik.

Bevor wir im nédchsten Abschnitt detaillierter darauf eingehen, welche
Zahlen in der Physik auftreten, sollen noch einige Worte zur Zahlentheorie
selbst gesagt werden. Den Babyloniern verdanken wir das ilteste erhalten-
gebliebene Dokument der Zahlentheorie, das auf etwa 1900 v. u. Z. zu da-
tieren ist. Der Text gibt ganzzahlige Losungen der Gleichung x* + y* = z2
an, d.h., er bezieht sich auf Pythagoreische Tripel. Nach der chinesischen
Mythologie zu urteilen, geht das Interesse fiir die Zahlen bis auf 3000
Jahre v.u.Z. zuriick, doch ist uns kein Zeugnis dieses Zeitalters iiberliefert
([DIEUSS], S.171). Neben einigen zahlentheoretischen Problemen, die im
»Euklid“ genarint sind, ist aus dem Altertum vor allem das Werk des
DioPHANT von-Alexandria zu nennen, der, soweit bekannt ist, der #lteste
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Autor ist, der iiber Algebra geschrieben hat. Das Werk handelt von den Ei-
genschaften der Zahlen und enthalt schwierige Aufgaben, die mit grofer
Geschicklichkeit und viel Scharfsinn gelost sind. Als Diophantisches Pro-
blem bezeichnet man heute jede Aufgabenstellung, ganzzahlige Losungen
von Gleichungen zu finden. Die berithmteste dieser Aufgaben ist die Fer-
matsche Vermutung: ,,Es gibt keine ganzzahligen Losungen der Gleichung

0.3) X"+ Y =2Z2" fiir n>3

d.h., es gibt keine Verallgemeinerung der Pythagoreischen Tripel fiir
Potenzen n > 2.“ Diese Vermutung ist erst vor kurzem bewiesen worden.
In welchem Bezug dieses zahlentheoretische Problem zur Physik steht,
werden wir noch erldutern (Abschnitt 4). FERMAT verdankt man eine groBe
Zahl merkwiirdiger Sitze der Zahlentheorie, die er meistens ohne Beweis
geliefert hat, und von denen auch einige falsch sind. Von diesen Problemen
wollen wir noch eines erwihnen, das auch in einem interessanten Zu-
sammenhang zu physikalischen Problemen steht: Jede natiirliche Zahl n
ist Summe von vier Quadraten,

(0.4)  Vierquadratesatz: n=x+y +7 + L

Es waren erst EULER und dann LAGRANGE, die die Zahlentheorie durch ihre
Beitrige in den Rang einer modernen mathematischen Disziplin erhoben.
Im Gedankenkreis der Gelehrten, die die Grundlagen fiir die heutige ma-
thematische Physik legten, nahmen zahlentheoretische Betrachtungswei-
sen noch einen markanten Platz ein. LAGRANGE, den heute jeder Physik-
student zu den Physikern zihlt, 1oste den Vierquadratesatz. Die Unter-
suchungen dazu sind in den Abhandlungen unserer Akademie niederge-
legt. DaB damit der Zusammenhang dieses ,.exotischen* zahlentheoreti-
schen Problems zur Physik noch nicht beendet ist, werden wir im weite-
ren noch sehen.

Die Bewertung von tiefgehenden und erstaunlichen Beziehungen zwi-
schen Zahlen als Ausdruck wesentlicher Zusammenhinge des Universums
ist seit dem Pythagoreismus immer mehr in den Hintergrund getreten und
wird auch heute noch filschlicherweise als Zahlenmystik abgewertet. In
der iiblichen Darstellungsweise der Physikgeschichte wird KEPLER nach
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KoPErRNIKUS an den Anfang der neuzeitlichen Physik gestellt, und seine
weltanschaulichen Uberzeugungen iiber die nicht zuletzt mathematische
Harmonie im All, auf deren Grundlage er seine Entdeckungen machte,
werden als mystische Uberbleibsel dargestellt. In Wirklichkeit ist dem
ganz und gar nicht so, sondem bis hin zu den Giganten der wissenschaft-
lichen Revolution, NEWTON und LEIBNIZ, war ein Weltbild iiber den grund-
legenden Charakter einer inneren Harmonie des Universums, die weit iiber
das hinausgeht, was man heute ,,Newtonsche Physik* nennt, dominierend.
Was NEwTON anbelangt, so scheint im besonderem MaBe von seinen
Nachfolgern regelrechte Filschung am Werke gewesen zu sein, um Spuren
einer wesentlichen Seite seines Weltbildes zu tilgen, damit nicht eine Vor-
stellungswelt des Meisters das Bild einer Physik triibt, die man in seinem
Namen verfochten hat. Daraus erklirt sich wohl auch die Tatsache, daB
man offensichtlich seine alchimistischen Schriften versteckte, so daB sie
erst 1936 gefunden wurden. So liest man heute sogar schon die Be-
merkung, da man NEWTON als den letzten Alchimisten ansehen muf. Fiir
die Bewertung eines Gelehrten, der so wie NEWTON zu einer Revolution in
der Wissenschaft beigetragen hat, bedeutet das keinen Widerspruch zu an-
deren Einschéitzungen. Was allerdings zu korrigieren ist, ist die Vernach-
lassigung in der erkenntnistheoretischen Wichtung tiefgehender mathema-
tischer Zusammenhinge, die, wie gesagt, auch heute noch als ,,Zahlen-
mystik*“ oder ,,Numerologie* abgewertet werden. Natiirlich gab es dafiir
handfeste Griinde aus der Praxis der wissenschaftlichen Arbeit heraus.
Wie wir schon bemerkten, hatte selbst die Mathematik bis zu EULER und
LAGRANGE kein wissenschaftliches Instrumentarium, um die einfach zu
formulierenden Probleme iiber zahlentheoretische Zusammenhinge me-
thodisch zu behandeln. Dariiber hinaus muBten in einem auf mechanisti-
sche Vorstellungen reduzierten Weltbild die zahlentheoretischen Zusam-
menhénge als ,,Kuriosum* erscheinen. Obwohl LEIBNIZ schon weiter war,
hat selbst ein solcher Geistesgigant wie KANT die Annahme eines dreidi-
mensionalen Raumes noch als apriori gegebene Denknotwendigkeit be-
zeichnet. Weit war der Weg von dieser Zeit iiber die Raum-Zeit Einsteins
und Minkowskis bis hin zu den mehrdimensionalen ,,wirklich physikali-
schen* Riumen der Stringtheorie, um den Raum wieder als das zu neh-
men, was er nach LEBNIZ ist, eine Ordnungsbeziehung zwischen den Din-
gen. Dabei ist keineswegs jede Raumdimension gleichwertig. Man kann
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die ,,echten® physikalischen Probleme nicht in irgendeiner Dimension for-
mulieren, so wie es bei mechanischen oder steuerungstheoretischen Pro-
blemen oft geschieht, indem man sagt, ,,nehmen wir an, wir haben n Frei-
heitsgrade und wihlen deshalb einen n-dimensionalen Raum“. Jede spezi-
elle Seite der physikalischen Beziehungsmannigfaltigkeit bestimmt ihren
Raum und damit auch seine Dimension. Die Superstrings ,,leben” in einer
10-dimensionalen Welt und die Bosonenstrings in einer 26-dimensiona-
len. Auf die letztere werden wir niher eingehen, weil damit besonders
schone und einfach formulierbare zahlenm#Bige Zusammenhénge verbun-
den sind. Nicht zuletzt driickt sich die ausgezeichnete Stellung der Dimen-
sion 26 in der Tatsache aus, daB die ,kuriose* Beziehung

0.5) P+22+3+.. 424 = 707

nur fiir diese aufeinanderfolgenden Zahlen gilt, also fiir kein anderes n ist
12+ 22 +.. +n* = a> mit irgendeiner ganzen Zahl a, eine Tatsache, die schon
1924 MoRDELL bewiesen hat. Wieso aber die Dimension 26, wenn in die-
ser Gleichung die Zahlen nur von 1 bis 24 laufen? Um diesen
Zusammenhang zu sehen, muBte man erst entdecken, welche exzeptionel-
le Bedeutung der ganzzahlige Vektor (0,1,2,3,...,24,70) im 26-dimensio-
nalen Minkowskiraum mit den Koordinaten (X;,X;, ... ,Xp¢) hat. Es ist
namlich X2 + X2 + X,% + ... + Xp5° - Xp¢* = O fiir diesen ganzzahligen
Vektor. Er ist damit ein ausgezeichneter lichtartiger Vektor. Wir kommen
darauf im letzten Abschnitt iiber ,,Minkowski, Dyson und die 26“ zuriick.

Bevor wir uns aber in die exotischen Dimensionen der Stringtheorien
begeben, wollen wir uns die Zahlen der klassischen Physik genauer anse-
hen.

1. Beispiele fiir Zahlen der Physik

Wir wollen jetzt alle allgemeineren Erorterungen dariiber, was die Zahlen
der Physik sind, beiseite lassen und gleich konkret werden, indem wir uns
anhand von. zwei Biichern iiber Physik ansehen, welche Zahlen genannt
werden. Wir nehmen dazu das Lehrbuch der Theoretischen Physik von
Joos, das erstmals 1932 erschien und auch heute noch ein Standardwerk
der klassischen theoretischen Physik ist [JOOSS59], und das Buch
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Mikrokosmos-Makrokosmos von LANIUS, das eine aktuelle Darstellung
des Weltbildes der Physik ist, wie es auch im Untertitel heiBt [LANI8S].
In beiden Biichern findet man hundertfiinfzig bis zweihundert Zahlen.
Schauen wir uns zuerst bei Joos an, welche Zahlen in der klassischen
theoretischen Physik auftreten.

Da sind zuerst die Zahlen in den Naturgesetzen zu nennen, etwa in fol-
genden Beispielen:
Gravitationsgesetz. Die Gravitationskraft K ist den beiden beteiligten
Massen M;, M, jeweils proportional und dem Quadrat der Entfernung r
umgekehrt proportional:

2

2.
(1.1) K=GMM , _ s5670 10N
5= 8 T

G ist die Gravitationskonstante, die wir im SI-System der international
festgelegten Mafleinheiten angeben.
Fallgesetz. Der Fallweg s ist dem Quadrat der Fallzeit t proportional:

(12) s=Lgp g=9s1m.
28008 §

g ist die Erdbeschleunigung. An dieser Stelle ist bewuBt etwas ,,gemo-
gelt“, denn das Fallgesetz findet man in dieser Form im Joos gar nicht,
weil er es schon als einen Spezialfall des allgemeinen Beschleuni-
gungsgesetzes ansieht. Auflerdem ist die Erdbeschleunigung im heutigen
Sinne keine Naturkonstante mehr, diese sind immer auf dem gesamten
Kosmos bezogen, sondern man kann sie als ,,Erdkonstante” bezeichnen.
Pendel. Die Schwingungsdauer T des Pendels ist proportional der Qua-
dratwurzel aus der Pendellinge L.

(1.3) T =o2m 4%

Was wir mit diesen drei Gesetzen verdeutlichen wollen, ist der Charakter
der Zahlen, die in ihnen auftreten. Auf dem ersten Blick scheint es, daB die
Gravitationskonstante in (1.1) eine ,,wesentlichere* Zahl der Physik ist, als
die 2 (oder 1/2) im Fallgesetz. Das ist aber keineswegs so, denn die 2
kommt durch die Integralrechnung in die Formel hinein. Wenn man die 2
an dieser Stelle ,,verschwinden* 146t, also z.B. in das g mit hineinnimmt,
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taucht sie an anderer Stelle wieder auf, etwa bei der Fallhohe. Jedenfalls
kann die 2 nicht durch eine andere Wahl der MaBieinheiten zum Ver-
schwinden gebracht werden. Sie ist eine ,,echte” ganze Zahl in der Physik,
die mit der Integration zusammenhéngt.

Ganz anders ist es mit dem Wert der Gravitationskonstanten. Ihr Zah-
lenwert ergibt sich aus den Mafeinheiten m Meter, s Sekunde und kg
Kilogramm, die Basiseinheiten im SI-System sind, und deren GroBe an
den Dimensionen des Menschen orientiert ist. Wegen des universellen
Charakters der Gravitation im gesamten Kosmos konnte man, wenn die
Einheiten Meter und Sekunde schon festgelegt sind, die Masseneinheit der
Masse gerade dadurch definieren, daB die Gravitationskonstante exakt 1
werden soll. Wir kommen darauf im nidchsten Abschnitt zuriick, wenn wir
das Plancksche absolute MaBsystem beschreiben.

Von einer ganz anderen Art ist die Zahl 2r beim Pendel. Wo kommt sie
her? Man konnte im ersten Moment denken, daB die Kreiszahl i dadurch
in die Formel hineinkommt, weil das Pendel auf einer Kreisbahn
schwingt. Bedenkt man aber, dal das 2w ebenfalls in der Formel fiir die
Schwingungsdauer bei der Federschwingung auftritt (wie tiberhaupt in
der Schwingungsformel fiir den harmonischen Oszillator), so sicht man,
daB das m auf Grund anderer Zusammenhénge hineinkommen muB. In der
Tat hat es auch etwas mit einer Kreisfliche zu tun, aber nicht im gewohn-
lichen Ortsraum, sondern mit einer Fliche im Phasenraum aus Ort und
Impuls. Jeder harmonische Oszillator, egal ob Pendel oder Fe-
derschwingung, beschreibt im Phasenraum einen Kreis bzw. eine Ellipse.
Daher kommt das w. Heute sollte jeder Gymnasiast das 2x in der Formel
fiir die Schwingungsdauer herleiten konnen. Es folgt aus der Periode der
Sinusfunktion, die als Losung der Differentialgleichung fiir den harmoni-
schen Oszillator auftritt. Ohne Differential- und Integralrechnung ist die-
ser Zahlenfaktor schwer zu gewinnen. Dieses Problem hatte HUYGHENS
1673 durch kunstvolle Uberlegungen gelost. Seine Beweismethoden fiir
dieses und #hnliche Probleme waren bereits konkrete infinitesimale
Methoden, also Vorstufen der Differential- und Integralrechnung. Gehen
wir nun zu einem weiteren Naturgesetz iiber, das bereits zu unserem
Jahrhundert gehort.

Spezifische Wirme fester Korper (Isolatoren). Fiir niedrige Tempe-
raturen ist die spezifische Warme Cy, fester Korper proportional zur drit-
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ten Potenz der Temperatur T. Es gilt genauer folgende Formel ([JOOS59],
S.571):

14) C, = 2338 - R [@T;J

Oy, ist die sogenannte Debyesche Temperatur. Sie ist eine fiir das Material
charakteristische GroBe, die einzige Materialkonstante, die in die Formel
eingeht. R ist die Gaskonstante, somit ein GréBe von derselben Dimension
wie die spezifische Warme. Damit ist die GroBe 233,8 dimensionslos, d.h.
eine reine Zahl. Auf der Grundlage der Quantenhypothese wurde durch
EINSTEIN (1907) und dann fortgesetzt durch DEBYE (1912) eine Theorie
der spezifischen Wirme entwickelt, die die genaue Bestimmung dieser
Zahl gestattete:

=9.6.4L
(1.5) 2338 =9 -6 490

An dieser Zahl fallen zwei Dinge auf. Einmal ,,merkwiirdige ganze Zah-
len, wie die 90 und zum anderen hohere Potenzen von 7. All dies entsteht
durch Integration von Ausdriicken, die von der Planckschen Funktion P(x)
herriihren, die im engen Zusammenhang zur Zahlentheorie steht, was im
dritten Abschnitt ausgefiihrt wird.

Wir konnen jetzt schon eine erste Bilanz iiber die Zahlen der Physik
ziehen. Unter den ersten Hundert Zahlen in [JOOS59] sind neben ver-
schiedenen rationalen Zahlen, wie das !/, im Fallgesetz, einmal die Na-
turkonstanten, iiber die wir im nichsten Abschnitt genauer sprechen wer-
den, dann einige Materialkonstanten, auf die wir gleich noch eingehen
werden, dann wird nur einmal eine algebraische Zahl wie V2 explizit ge-
nannt und eine WinkelgroBe aus einem Kristallgitter. Alle anderen Zahlen
héngen mit v zusammen. Wir miissen allerdings noch ein Wort zur Zahl
e = 2,71828... sagen, der Basis des natiirlichen Logarithmus. Diese
kommt natiirlich in einer Vielzahl grundlegender Formeln der Physik vor,
wie auch in der Planckschen Funktion oben. Da aber die Eulersche Be-
zichung
(1.6) e* = -1

gilt, gehort e zum ,,Umfeld“ von =.
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Was ist nun zu den Materialkonstanten zu sagen? Diese kann man zwei-
fellos in schrankenloser Anzahl angeben. In [JOOS59] findet man nicht
mehr als zwei Dutzend Beispiele explizit genannt, wie etwa den Bre-
chungsindex des Wassers zu n = 1,33 oder dessen Dielektrizitdtskonstante
¢ = 80 (8.310). Einerseits dominiert die Vorstellung, da3 diese Zah-
lenwerte rein zufillig sind. Sie werden in der Praxis experimentell be-
stimmt. Andererseits kann man von sehr namhaften Physikern, wie den
Nobelpreistriger Steven WEINBERG, den Autor des Weltbestsellers ,.Die
ersten drei Minuten®, die Auffassung horen ((WEIN93], S.29 ff.), daB es
prinzipiell moglich sein muB, diese Zahlenwerte aus den bekannten phy-
sikalischen Gesetzen zu berechnen. Man kennt den markanten Ausspruch
von EINSTEIN: ,,Gott wiirfelt nicht!* Darin driickt sich eine (Tberzeugung
aus, die auch in extremer Konsequenz die Philosophie von LEIBNIZ be-
stimmt, da} nichts ohne zureichenden Grund geschieht. Fiir diese Zahlen
bedeutet das, daBl auch sie bestimmt sind, d. h., daB} sie sich letztlich aus
dem Gesamtzusammenhang heraus gewinnen lassen miissen. Dies soll
aber keineswegs heiBen, daB sie sich aus den heute bereits bekannten Ge-
setzmifBigkeiten berechnen lassen. Auch soll den Auffassungen der konse-
quenten ,.Reduktionisten“, zu denen sich auch selbst WEINBERG z#hlt
(IWEIN93], S.59), widersprochen werden, da irgendwie eine allumfas-
sende Theorie, aus der sich alles MeBbare prinzipiell berechnen 146t, kurz
vor der Vollendung stehe. Ganz im Gegenteil, indem der Vortrag verdeut-
lichen mochte, wie sich schon in den bereits bekannten physikalischen
Gesetzen auch wesentliche zahlentheoretische Bezichungen verschliisselt
finden, soll der Auffassung Ausdruck verlichen werden, auch in der Viel-
falt der nach vorn offenen mathematischen Probleme einen Hinweis auf
die unendliche Vielfalt der physikalischen Beziehungen im Universum zu
sehen.

Bevor wir noch etwas mehr dazu sagen, schauen wir uns zuerst noch,
wie angekiindigt, Zahlenbeispiele aus dem Buch von LANIUS an. Dem
Charakter dieses Buches entsprechend, sind dort solche Gesetz-
miBigkeiten aus dem Mikro- und Makrokosmos beschrieben, die von
prinzipieller Bedeutung fiir ein naturwissenschaftliches Weltbild sind. Ein
Beispiel ist der sogenannte Kohlenstoffzyklus fiir die Kernfusion in heiien
Sternen (S.195):
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“C+p—>"N+y  +195 Mev
BN - BC + e +v, +222 MeV
“C+p—>"N+vy +754 MeV
(W) “N+p—>"0+y +735 Mev
0 - PN + e +v, +271 MeV
BN + p — 2C + *He +4,96 MeV

Es beginnt also mit Kohlenstoff-12 links oben, dann kommen schrittweise
vier Protonen auf der rechten Seite hinzu und am Ende ist Helium-4 ent-
standen und das Kohlenstoff-12-Atom steht fiir den nichsten Zyklus zur
Verfiigung. Zusitzlich wird Energie gewonnen, die dem Stern zur Ab-
strahlung zur Verfiigung steht. Die Zahlenwerte der gewonnen Energien
bestimmen wesentlich die Zeitriume fiir die Entwicklung der Sterne und
Galaxien. Das 146t sich noch deutlicher machen bei einem weiteren Zah-
lenwert.

Das Neutron ist etwa ein Promille schwerer als das Proton. Das genaue
Zahlenverhiltnis ist

(1.8) Mn _ 001372

M,

Dieser feine Massenunterschied fiihrt nach den Berechnungen im Stan-
dardmodell fiir das Universum zu der Konsequenz, da8 4 Minuten nach
dem Urknall der Anteil der Neutronen unter allen Nukleonen nur noch
12% betrug. Beriicksichtigt man diese und andere Abhingigkeiten, so
kommt man zu einer Vorhersage des Standardmodells fiir den Helium-Ge-
wichtsanteil von 24 % ([LANISS8], S.240). Durch neue Messungen wih-
rend des Fluges der Raumfiahre Endeavour im Mirz 1995 ist dieser Wert
bestitigt worden.

Das Massenverhéltnis (1.8) muB also den Wert haben den es hat, sonst
wire das Universum nicht so wie es ist und es gibe keine Menschen.
Analoges 146t sich heute schon fiir viele charakteristische GroBen der Physik
nachweisen, besonders auch fiir viele Materialkonstanten und solche Zahlen
wie in (1.7). Die Existenz des Menschen erzwingt viele dieser Zahlenwerte
mit einer erstaunlichen Genauigkeit. Ein Kompendium solcher Beziehungen
der physikalischen GroBen zur Existenz des Menschen ist das Buch von J.D.
Barrow und FJ. TIPLER iiber das anthropische Prinzip [BARRSS].
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Unter den Zahlen der Physik nimmt das magnetische Moment i, der
Elektronen einen besonderen Platz ein, weil es zu den GroBen gehort, die
gegenwiirtig sowohl experimentell wie auch theoretisch am genauesten
bestimmt werden konnen. Bezieht man es auf das Bohrsche Magneton (s.
(2.16)), so gilt ([LANI88], S.139)

1,001 159 652 410 experimentell
(19) He

M | 1001159652359 theoretisch

Neben den , nichtrationalen® Zahlenwerten wie in (1.8) und (1.9) (wobei
bisher noch offen ist, ob diese Zahlenwerte nicht doch rational, d. h. Brii-
che p/q, sind), wirft die heutige Physik auch die Frage nach der Erklirung
ganzer Zahlen auf. Dazu gehoren einmal die Dimensionen, in denen die
Elementarobjekte leben, also die Frage, warum ist die Raum-Zeit 4-di-
mensional oder warum die Superstrings in 10 Dimensionen leben? Bei der
letzten Frage konnte man noch geneigt sein zu sagen, daB diese Dimen-
sionen ja reine mathematische GroBen sind, also fiktiv in die Physik hin-
eingetragen. Ein solcher Standpunkt ist aber gewil nicht mehr haltbar,
wenn man fragt, warum es gerade drei Generationen von Elementar-
teilchen gibt. Wir kommen auf dieses Problem im vierten Abschnitt
zuriick. Am Ende seines Buches betont LANIUs den prinzipiellen Charak-
ter solcher Fragestellungen (5.199):

,Es gibt drei Leptonen, die eine negative Elementarladung tragen, und
drei Leptonen, die elektrisch neutral sind. Hinzu kommen je drei Quarks
.... Warum ausgerechnet drei Familien?“. ,,Woher kommen die Massen-
verhiltnisse in den drei Familien, und was ist die Ursache des Ladungs-
verhiltmisses von Quarks und Leptonen?*

Und er zitiert den Standpunkt von Hermann WEL in seinem Buch ,,Was
ist Materie?“ aus dem Jahre 1925:

,Diese und andere Fragen lassen sich wohl nur im Rahmen einer
umfassenderen Theorie beantworten. ... Wir haben im Erkennen der Natur
erstaunliche Fortschritte gemacht. Aber die Frage nach dem Sein im
Mikrokosmos stellt uns wie alle Fragen grundsitzlicher Art vor eine un-
endliche Aufgabe, die auf jeder Stufe des Wissens neu beantwortet werden
muf.*
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Schon in den zwanziger Jahren waren es besonders WEIL und EINSTEIN,
die das Problem der theoretischen Begriindung auch solcher Zahlen-
vethilmisse aufwarfen. EINSTEIN konnte sich niemals mit einem Stand-
punkt abfinden, nachdem solche Zahlen zufillig seien. Er verfolgte aus-
driicklich das Ziel einer umfassenden Theorie, die auch solche ,zufilli-
gen* Zahlen oder Anfangswerte bestimmt. Sein Biograph Abraham Pais
sagt iiber ihn: , Einstein ist eine typisch alttestamentarische Gestalt mit der
an Jehova gemahnenden Einstellung, daB es ein Gesetz gebe und man es
finden miisse“ ([WEIN93], S.25).

Besonders waren es auch merkwiirdige ,.groBen Zahlen“ der Physik,
die mit der Quantentheorie entdeckt wurden. Dazu gehéren

Elektronenradius ~ 10%

Gravitationsradius

Alter des Universums ~ 6x10%
(1.10)  Lichtlaufzeit im Atom

Masse des Universums — _ o0

Masse der Partikel

WEYL schrieb zu diesen ,,groBen Zahlen“ bereits 1919 [WEYL19]: , Es ist
eine Tatsache, da am Elektron reine Zahlen auftreten, deren GroBen-
ordnung génzlich von 1 verschieden ist; so das Verhiltnis des Elektronen-
radius zum Gravitationsradius seiner Masse, welches von der Grofen-
ordnung 10* ist;... Merkwiirdige Konsequenzen fiir die Organisation des
Weltalls scheinen da aufzudimmern und die Moglichkeit einer Erklirung
seiner Ruhe im groBen und Unruhe im kleinen.

Damit kein falscher Eindruck entsteht, soll sehr direkt gesagt werden:
Keines dieser Probleme hat bisher eine Losung gefunden. Aber es ist
Anliegen dieses Vortrages zu verdeutlichen, daB das ,,Aufdimmern merk-
wiirdiger Konsequenzen* heute bereits einen mathematischen Schimmer
bekommen hat. Wir fiihren das in den letzten beiden Abschnitten niher
aus. Zuvor aber gehen wir im néchsten Abschnitt auf die Naturkonstanten
der klassischen Physik detaillierter ein.
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2. Naturkonstanten und Zahlen

Man bezeichnet nicht alle Zahlen, die in physikalischen GesetzmaBig-
keiten auftreten, als Naturkonstanten, sondern nur diejenigen, die man
nicht auf andere zuriickfiihren kann. DaBl dabei eine bestimmte Willkiir
herrscht, ist selbstverstiandlich. Da diese Zahlenfaktoren vielféltig vonein-
ander abhingen, muf man sich dariiber einigen, welche als grundlegend
und welche als abgeleitet anzusehen sind. Dies héngt natiirlich vom histo-
rischen Stand der Wissenschaftsentwicklung und der Ansicht dariiber ab,
welche GesetzmiBigkeiten man als fundamentaler ansieht und welche als
abgeleitet. In der international vereinbarten Liste aus dem Jahre 1973 wer-
den 38 Naturkonstanten aufgefiijhrt. Man findet diese in jedem Lexikon
der Physik.

Die ilteste Naturkonstante in dieser Liste ist die Gravitationskonstante
G (s. (1.1)). Wir wollen sie auf das Erscheinungsjahr 1687 von Newtons
'Principia’ datieren. Newtons Mechanik basiert bekanntlich auf zwei
wesentlichen GesetzmiBigkeiten. In heutiger Sprechweise ist erstens
Kraft = Masse x Beschleunigung, und zweitens gilt das Gravitationsgesetz
(1.1). Mit der ersten GesetzmiBigkeit wird heute die Einheit der Kraft
bestimmt. Da die Einheit der Masse kg und die Einheit der Beschleu-
nigung m/s* ist, ergibt sich fiir die Krafteinheit kg - m/s* . Man nennt diese
GroBe ein Newton N. Damit hat man fiir das erste Newtonsche Grundge-
setz die einfache Formel

2.1 K=M-b,

wobei K die Kraft ist, gemessen in Newton, M die Masse, gemessen in
Kilogramm und b die Beschleunigung, gemessen in m/s*. Dadurch, da8l
man die Kraft aus dem ersten Newtonschen Gesetz definiert hat, tritt in
diesem Gesetz kein Zahlenfaktor auf. Mit der élteren Definition der Kraft
als Kilopond kp wiirde in die Formel der Zahlenfaktor 9,81 (Erdbeschleu-
nigung) hineinkommen. Nachdem man also die Kraft durch das Gesetz
(2.1) definiert hat, tritt im Gravitationsgesetz (1.1) natiirlich ein Zahlen-
faktor auf, der von den MaBleinheiten m, s, kg abhingt, also die Gravita-
tionskonstante.

Wie ging es nun mit den Naturkonstanten weiter? Mehr als 100 Jahre
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wurde keine weitere Naturkonstante entdeckt. Die heutige Liste der 38
Naturkonstanten beginnt also mit der Gravitationskonstanten aus dem
Jahre 1687, dann folgen sechs Naturkonstanten aus den Jahren
1830-1900, und alle anderen mehr als 30 Naturkonstanten gehoren zu
physikalischen GesetzmiBigkeiten des 20. Jahrhunderts.

Liste der Naturkonstanten:

1687

1. Gravitationskonstante G=6,6720-10" N-m%kg

1800

2. Avogadrosche Zahl N = 6,0220943 - 10** kmol™
3. Gaskonstante R, =8,31441 - 10° J/kmol-K
4. Molvolumen des idealen Gases V, =22,41383 m*/kmol

5. Boltzmannkonstante k=1,380662 - 102 J/K

6. Faradaykonstante F=9,648456 - 10" A-s/kmol

7. Stefan-Boltzmann-Konstante s = 5,67032 - 10-8  J/s m*’K*
1900

8. Lichtgeschwindigkeit ¢ =2,99792458 - 10° m/s
9. Plancksches Wirkungsquantum h = 6,626176 - 10** J-s
10. Elektronenladung e=1,6021892- 10" A
11. Elektronenmasse m, =9,109534 - 10* kg
12. Protonenmasse M, = 1,6726485 - 107 kg
13. Neutronenmasse M, = 1,6749543 - 107" kg

... (25 weitere Naturkonstanten)

Die ersten sieben Naturkonstanten gehdren zu den Gesetzen der klassi-
schen Physik. Mit der (Vakuum)-Lichtgeschwindigkeit und dem Planck-
schen Wirkungsquantum, also den Naturkonstanten der Relati-
vitdtstheorie und der Quantentheorie, sind wir bereits hinter der Grenze
zwischen klassischer Physik und der Physik des 20. Jahrhunderts. Die
Lichtgeschwindigkeit ist natiirlich eine Altere GroBe. Auch GALILEI hat
eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts vermutet und
Versuche zu ihrer Messung unternommen. Erstmals wurde die endliche
Lichtgeschwindigkeit 1673 von Olaf ROMER bestimmt. Eine Na-
turkonstante, d.h. eine universelle GroBe des Universums, ist sie aber erst
seit der Einsteinschen Relativititstheorie. Ihr Quadrat ist der Um-
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rechnungsfaktor zwischen Masse und Energie geméfl der Einsteinschen
Formel

22) E=m- .

In dieser Formel tritt also der Zahlenfaktor ¢* auf. Gehen wir nochmals
zuriick zum ersten Newtonschen Gesetz. Es war Anla} die Kraft so zu
definieren, daB in der Formel (2.1) kein Zahlenfaktor vorkommt. Ebenso
kann man in (2.2) den Faktor ¢ ,,verschwinden lassen“, wenn man z. B.
die Langeneinheit so wihlt, daB die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 wird.
Die Lingeneinheit wire also dann die Entfernung, die das Licht in einer
Sekunde durchliuft, also 7!/,-mal um die Erde. Dies wire eine sehr
unpraktische Lingeneinheit. In der Tat hat man seit 1983 den
Meterstandard durch die Zeiteinheit Sekunde definiert. Ein Meter ist die-
jenige Lange, fiir die die Lichtgeschwindigkeit exakt die ,,ganze Zahl“

2.3) ¢ =299792458 m/s

ist. Die Voraussetzung dafiir war ein hoher experimenteller Fortschritt in
der Laserspektroskopie, um den Lingenstandard mit hinreichender Ge-
nauigkeit festlegen zu konnen. Fiir diese experimentelle Leistung wurde
1981 der Nobelpreis fiir Physik an N. BLOEMBERGEN und A.L. SCHAWLOW
vergeben. Sie hatten die Rydberg-Konstante R, eine von den oben nicht
aufgefiihrten weiteren Naturkonstanten, bis auf mehr als 10 Stellen be-
stimmt:

24 R =1,0973731476 (32) - 10’ m™*

Die letzte der klassischen Naturkonstanten in obiger Liste ist die Stefan-
Boltzmann-Konstante &, oder auch kurz Strahlungskonstante genannt. Sie
erkliart sich durch die Strahlungsformel (2.6) fiir schwarze Korper.
Schwarz ist dabei eine Oberfliche genau dann, wenn sie alle ankommen-
de elektromagnetische Strahlung absorbiert, also keine Strahlung reflek-
tiert. Daraus folgt, daB alle schwarzen Korper in gleicher Weise abstrah-
len, unabhiingig von ihrer materiellen Zusammensetzung. Denn wiirde bei
gleicher Temperatur ein schwarzer Korper anders als ein anderer abstrah-
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len, so wiirde im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik, Energie von dem einen Korper auf den anderen iibergehen, also
von einer gleichen Temperatur ausgehend, wiirde der eine Kérper plotz-
lich wirmer werden und der andere kilter. Diese GesetzmiBigkeit wurde
schon um 1860 von KIRCHHOFF herausgearbeitet: Das Verhltnis der Emis-
sion der Temperaturstrahlung zur Absorption der Temperaturstrahlung ist
eine fiir alle Korper gleiche Funktion der Wellenkinge und der absoluten
Temperatur, und diese Funktion ist gleich der Emission der Temperatur-
strahlung des vollkommen schwarzen Korpers. KIRCHHOFF hat auch klar-
gestellt, daB man sich bei dieser Frage nicht mit dem Problem geeigneter
schwarzer Farben herumschlagen muB. Denn am ,,schwirzesten® ist im-
mer noch ein Loch in einem groferen Hohlkorper, egal aus welchem Ma-
terial. Man sieht dies unmittelbar, wenn man eine Zigarrenkiste schwarz
anstreicht und dann ein kleines Loch hineinbohrt. Schwirzer als der An-
strich ist dann immer noch das Loch. Deshalb spricht man bei der schwar-
zen Strahlung auch von Hohlraumstrahlung, und mit Hohlkorpern wurden
auch in der Folgezeit die Experimente durchgefiihrt.

Die Entdeckung des Strahlungsgesetzes ist, wie oft in der Physikge-
schichte, ziemlich abenteuerlich gewesen (s. [SIMO90], S.426): ,,STEEAN
hat 1879 Messungen von TYNDALL analysiert und dabei festgestellt, daB
ein Probekorper bei einer Temperatur von 1473 K eine 11,7-mal groBere
Energie abstrahlt als bei einer Temperatur von 798 K. STEFAN hat bemerkt,
daB

4
- 1473]
(2.5) 11,7 = [ 708
ist und daraus den Schluf gezogen, daB die von einem schwarzen Korper
abgestrahlte Gesamtenergie pro Zeit- und Flicheneinheit zur vierten Po-
tenz der Temperatur proportional ist, d. h.

(2.6) E=0T".

¢ wird als Stefan-Boltzmann-Konstante bezeichnet. Bemerkenswert ist,
daB die von TYNDALL bei seinen Messungen verwendeten Korper nicht
einmal annihernd als schwarze Korper angesehen werden konnen und da
sich der Quotient 11,7 bei spateren Messungen als vollig unzutreffend her-
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ausgestellt hat. Der wahre MeBwert liegt bei 18,6. Die fehlerhafte Mes-
simg hat aber zu ihrer Zeit gute Dienste geleistet und STEFAN zur
Erkenntnis des richtigen Gesetzes verholfen.“

Man muf sich vergegenwirtigen, welch ein kithner Schlufl dies von
STEFAN war, denn aus der ganzen kiassischen Physik war kein Beispiel
einer Abhéingigkeit zur 4-ten Potenz bekannt. Die theoretische Ableitung
dieses Gesetzes hat 1884 BoLtzMANN geleistet. Beide Gelehrte waren Pro-
fessoren an der Wiener Universitit. Obwohl die Physiker die aufer-
ordentliche Bedeutung dieser GesetzmaBigkeit klar sahen, dauerte es noch
bis Ende des 19. Jahrhunderts, ehe besonders durch die Messungen von
LUMMER, PRINGSHEIM (1897) u.a. genaue MeBergebnisse vorlagen, denn
die experimentelle Technik fiir Strahlungsmessungen mufte erst qualifi-
ziert werden.

Bevor wir mehr zur Strahlungskonstante sagen, wollen wir fragen, ob
es denn vor der Gravitationskonstante keine Naturkonstante gab? In der
Tat hatte die Zahl  den Charakter einer Naturkonstanten. Zum einen war
sie im Altertum als Verhiltnis zwischen Kreisumfang und Durchmesser
eine Naturkonstante, und ihre Herausbildung als Zahl der Mathematik war
ein 4uBerst komplizierter ProzeB. Zum anderen trat sie an der Quelle der
modemen Physik nochmals als Naturkonstante in der Formel fiir die
Schwingungsdauer des Pendels auf (s.(2.10)), wurde dann aber schon bald
von HUYGHENS als die Zahl ©t erkannt. Wir wollen als néchstes an der
Formel fiir die Schwingungsdauer des Pendels verdeutlichen, wie reine
Zahlen in die Physik hineinkommen.

Um das Wesen der Problematik zu verdeutlichen, folgen wir nicht der
historischen Entwicklung, sondern wihlen eine kiinstliche Situation. Neh-
men wir an, uns wire (ohne NEwTON und die Infinitesimalrechnung)
bereits voll bewuBt, daB die Korper auf der Erde eine Fallbeschleunigung
von der GroBe

Q.7 g =981 m/s*

erfahren. Entscheidend wird dabei sein, daB wir in einem MaBsystem den-
ken (was in der ,,vornewtonschen“ Zeit noch keineswegs gegeben war),
daB die Geschwindigkeit die Dimension m/s hat und demgemif die
Beschleunigung, als Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit, die Dimen-
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sion m/s*. Nun gehen wir an unser Schwingungsexperiment. Wir hingen
an einen Faden eine Masse und beobachten die Schwingungsdauer. Die
Grundbeoachtung Galileis war, daB die Schwingungsdauer nicht von dem
Pendelausschlag abhingt. Erzahlt wird der Hergang der Galileischen Ent-
deckung so: Ihm ist diese Tatsache der Unabhéngigkeit der Schwingungs-
dauer vom Ausschlag bei der Beobachtung der Schwingungen seiner an
der Decke hingenden Ollampe vom Bett aus aufgegangen. Eine , richtige”
Uhbr stand natiirlich nicht zur Verfiigung (es ist ja gerade diese Gesetz-
méaBigkeit, die zur Pendeluhr gefiihrt hat), so hat GALILEI die Schwin-
gungsdauer der Ollampe mit seinem Puls verglichen. Er hat sich auch
gleich die Frage gestellt, ob er nicht getiduscht wird, weil sich vor lauter
Aufregung iiber diese Entdeckung die Pulsfrequenz verindem konnte.
Diese Bedenken hat er dann natiirlich experimentell schnell ausgerdumt.
Jedenfalls war die Entdeckung dieses experimentellen Faktes aufregend
und plotzlich.

Weitere einfache Experimente zeigten dann, daf die Schwingungsdauer
auch nicht von der Masse des angehingten Gewichtes abhingt, sondern
nur von der Pendellinge. Fiir diesen Vortrag wurde das Experiment mit
den einfachsten Mitteln nochmals durchgefiihrt, um reale Werte einzuset-
zen. Bei den folgenden Pendellidngen L ergaben sich die in der Tabelle an-
gegebenen Schwingungsdauern T. Die Pendellinge ist nun nicht propor-
tional zur Schwingungsdauer, sondern proportional zum Quadrat der
Schwingungsdauer. Diesen Blick hat heute jeder Experimentator und den
hatte auch schon GALILEI. Wir tragen das Verhiltnis gleich mit in die Liste
ein:

Pendellange L ~ Schwingungsdauer T*/L in
in Metern m T in Sekunden s s¥m
0,5 1,43 4,08
2.8) 0,8 1,77 3,91
1,0 2,00 4,00
1,1 2,11 4,04

Damit haben wir eine physikalische GesetzmiBigkeit gefunden:

2.9) T%L = A = const.
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Es sieht auf den ersten Blick so aus, als ob die Konstante A = 4 wire. Man
muB schon viel genauer messen um festzustellen, da A = 4,025... gilt.
Wo kommt diese Zahl her? Man kann sich jetzt weiter tiberlegen, dal A
die Dimension s%m hat und g die Dimension m/s’. Bildet man das Pro-
dukt aus breiten Zahlen, so erhélt man A - g = 39,49 , d. h. es wiirde T2 =
39,49 L/g gelten. Auch in dieser Form erscheint der Wert der reinen Zahl
39,49 noch HuBerst merkwiirdig. Anders sieht die Sache allerdings aus,
wenn man die Quadratwurzel zieht und das gefundene Gesetz in der Form

(2.10) T = 6,28 \/g

schreibt. Jetzt wird man zweifellos 6,28 als 2r erraten. Den Beweis dafiir,
daB dieser Faktor ,,wirklich“ 2 ist, hat, wie schon gesagt, HUYGHENS er-
bracht, aber erst 1673, Jahrzehnte nach dem Tode (1642) Galileis.

Die eben fiir das Pendel durchgefiihrte Betrachtung hat exemplarische
Bedeutung. Analog wollen wir jetzt bei der Bestimmung der Strahlungs-
konstanten ¢ vorgehen. Aus der Strahlungsformel (2.6) sieht man unmit-
telbar, daB o die Dimension Energie pro Fliche, Zeit und der vierten Po-
tenz der Temperatur hat. Sie ist die sicbente Naturkonstante in obiger
Liste. Nun LiBt sich aus der Boltzmannkonstanten k, der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ und dem Planckschen Wirkungsquantum h ebenfalls eine GroBe
bilden, die die gleiche Dimension wie die Strahlungskonstante hat, nim-
lich :

X o c10° 1
(2.11) &= 1,38969 - 10 TR

Wir erhalten somit fiir die Strahlungskonstante
k4
(212) C = 40,8027 Cj‘}?‘ )

(56,7032 /1,38969 = 40,802768963). Der Faktor 40,8 ist ein reiner
Zahlenfaktor. Seinen exakten (mathematischen) Wert wird man schwer-
lich erraten. In ibn geht namlich sogar die 5-te Potenz von & ein. Genau
gilt

4
(2.13) G =lnfc—£;7.
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Dies ist somit eine weitere Zahl der Physik, die sich aus einer hoheren
Potenz von & errechnet. Mit den Formeln (1.4) fiir die spezifische Wirme
der Festkorper hatten wir bereits eine Zahl kennengelernt, in die die 4-te
Potenz von 7 eingeht. Wie diese hoheren Potenzen von 7 in die Zahlen der
Physik hineinkommen und den Zusammenhang mit der Zahlentheorie
werden wir im nichsten Abschnitt diskutieren.

Schon 1899, also ein Jahr vor der Entdeckung der Quantentheorie, hat
PLANCK bemerkt, daf es ein absolutes MaBsystem der Physik gibt. Um die
Uberlegung dazu zu erliutern, gehen wir nochmals zu den Betrachtungen
iiber die Lichtgeschwindigkeit zuriick, die wir im Anschluf} an die Formel
(2.2) angestellt hatten. Man konnte die Langeneinheit so festlegen, daB fiir
die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gilt. Hochst bemerkenswert ist nun aber
die Tatsache, daB alle Basiseinheiten der Physik vollkommen festgelegt
sind, wenn man weiterhin fordert, da auch die Gravitationskonstante G,
die Boltzmannkonstante k und das Plancksche Wirkungsquantum h gleich
1 werden, also

(2.14) G=c=k=h=1

Wie gesagt, sind dann alle Einheiten festgelegt. Es zeigt sich, daB die Ein-
heiten fiir die Zeit, die Linge und die Masse sehr klein werden.

Plancksche Einheiten:
1
by = [EC'TG—}Z = 1,35-10%s
(215) lpl = C tpl = 4,05 - 10_35111

M, = [h—GC}z = 545-10%kg

1
= 1lh-c? _ -32
T, = F[T] = 355-10"K
Im Gegensatz zu den anderen Planckschen Einheiten, ist die Plancksche
Temperatur eine sehr grofle Einheit. An der Definition der Planckschen
Lange 1p sieht man besonders deutlich, wie diese Einheiten durch
Naturgesetze definiert werden. Wenn die Plancksche Zeit tp; schon defi-
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niert ist und die Lichtgeschwindigkeit im Planckschen Einheitensystem
gleich 1 sein soll, muf} die Langeneinheit also genau die Strecke sein, die
das Licht in der Planckschen Zeiteinheit durchlauft.

Mit dieser Wahl der Einheiten schreiben sich die Naturgesetze sehr ein-
fach, z. B. liest sich dann die Einsteinsche Beziehung (2.2) einfach als
Gleichheit von Masse und Energie, E=m, da ¢ = 1 ist. Im Ausdruck (2.13)
fiir die Strahlungskonstante bleibt nur der Zahlenwert 6 = 2/15 7’ iibrig.
Analoges gilt fiir die anderen physikalischen GesetzmiBigkeiten. PLANCK
hat die erkenntnistheoretische Bedeutung seiner ,,natiirlichen Einheiten®,
die unabhingig von speziellen Korpern oder Substanzen sind, und ihre
Bedeutung fiir alle Zeiten und jedes Milieu behalten, sei es irdisch, terre-
strisch oder menschlich, dulerst hoch eingeschitzt. ,,Diese GroBen behal-
ten ihre natiirliche Bedeutung so lange bei, als die Gesetze der Gravitation,
der Lichtfortpflanzung im Vakuum und die beiden Hauptsitze der Wirme-
theorie in Giiltigkeit bleiben, sie miissen also, von den verschiedensten
Intelligenzen nach den verschiedensten Methoden gemessen, sich immer
wieder als die ndmlichen ergeben* ([PLAN99], S. 599). Er hat bei Gele-
genheit die Einfilhrung dieser absoluten MaBeinheiten als seine groBte
Entdeckung bezeichnet.

Man muf noch ein Wort dazu sagen, wieso PLANCK diese Entdeckung
bereits 1899 machen konnte, obwohl er seine Quantentheorie erst 1900
entwickelt hat, geht doch in die obigen Einheiten sein Wirkungsquantum
h wesentlich ein. Die Ursache liegt in dem 1899 schon sehr vertrauten
Planck-Wienschen Strahlungsgesetz, das eine Approximation der dann
von PLANCK aufgestellten endgiiltigen Strahlungsformel fiir den Bereich
des sichtbaren Lichtes und normale Temperaturen ist. In ihm tritt die Kon-
stante h bereits auf. Sie war damals mit dem Buchstaben b bezeichnet (und
hief} natiirlich auch noch nicht Wirkungsquantum).

Man muB noch erwihnen, daB ein natiirliches MaBsystem wahrschein-
lich erstmals bereits 1874 von G. J. STONEY diskutiert wurde ((BARRSS],
$.291). Er bezog sich neben der Gravitationskonstanten und der Lichtge-
schwindigkeit auf die Elektronenladung e. PLANCK war dieser Ansatz von
STONEY offensichtlich unbekannt.

Aus den Naturkonstanten 148t sich durch reine Dimensionsbetrachtun-
gen jede beliebige physikalische GroBe zusammensetzen. Eine der wich-
tigsten ist das Bohrsche Magneton,
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(2.16) Up = Zeﬁ—;ﬁg = 927408 - 107 A - m’
Es hat die Dimension eines magnetischen Momentes und stimmt schon bis
auf ein Promille mit dem magnetischen Moment des Elektrons iiberein.
Ohne daB man sich in die Einzelheiten hineindenken muB (z.B. was ein
magnetisches Moment ist), kann man an einer solchen Betrachtung eine
bemerkenswerte Tatsache verdeutlichen. Wenn eine Kombination aus den
Naturkonstanten dimensionsméBig eine physikalische GroBe liefert, so ist
sic auch mit hoher Erwartung eine direkt meBbare Einheit (s.a.
[ROMP88]). Das iiberraschendste jiingste Ereignis dieser Art war die Ent-
deckung des Quanten-Hall-Effektes durch v. KLITzING im Jahre 1980
(Nobelpreis 1985). Kein Mensch hatte vorher die Behauptung gewagt, daB
die GroBe h/e* = 25812.8 Ohm eine ,,wirkliche Widerstandseinheit sein
konnte. Die Entdeckung v. Klitzings bestand aber gerade darin, daB bei
Widerstandsmessungen an geeigneten Proben Spriinge in den Widerstin-
den auftreten, die ganzzahlige Teile dieses ,.clementaren Widerstandes®
sind.

Wir konnen den Abschnitt nicht beenden, ohne die ,,wichtigste Zahl“
der Physik, die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

2

[4
2¢p he

2.17) o= = 000729735 ,-L- = 137,03604,

zu nennen. g = 107/4n ¢* = 8,85419 As/Vm ist die Dielektrizitits-
konstante. Thr Zahlenwert ist durch die Lichtgeschwindigkeit bestimmt.
Die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante bestimmt die Feinaufspaltung
von Spektrallinien der Atome. Sie ist eine dimensionslose GroBe, also eine
reine Zahl. Im Planckschen MaBsystem ist, wegen ¢ = h = 1, die Zahl o
bis auf den Zahlenfaktor 10’/2x das Quadrat der Elementarladung. Schon
unmittelbar nach ihrer Einfiihrung durch SOMMERFELD (1927) wird die
auBerordentliche Bedeutung dieser Zahl immer wieder betont (s.
[ROMP88]). PauLI nannte bei Gelegenheit die Deutung dieser Zahl eines
der wichtigsten Probleme der Atomphysik. In den 30-er Jahren war es vor
allem EDDINGTON, der viele Ideen iiber die Deutung der Zahlen in der
Physik entwickelte und auch recht ,,abenteuerliche* Vorstellungen duBerte
(s. SchluB des Vortrages). Insgesamt bietet der Vortrag keinen Raum, auf
die Eddingtonschen Ideen niher einzugehen, zu denen eine umfangreiche
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Literatur existiert. Eine recht ausfiihrliche Ubersicht iiber diese Ideen und
ihre Bezichungen zum anthropischen Prinzip finden man in [BARRSS].

Einen Versuch zur Deutung des Zahlenwertes der Feinstrukturkon-
stanten wollen wir aber noch erwihnen, weil er zu den Potenzen von 7
paBt. In [SCHO86] wurde eine bemerkenswert gute Niherung auf Grund
eines geeigneten Teilchenmodells abgeleitet:

(2.18) %L =2 1,0052635 = 137,035967 .

Der , Korrekturfaktor 1,0052635 in der Mitte der Formel wird aus der
Diskussion der Energieverhiltnisse bei der Bewegung des Elektrons im
Magnetfeld gewonnen.

3. Plancksche Funktion und Primzahlen

Die Physik des 20. Jahrhunderts begann mit der Entdeckung der korrek-
ten Strahlungsformel durch Max PLANCK. Er gilt auch als der erste theo-
retische Physiker im modernen Verstindnis. Besonders das Konzept der
Entropie hatte er theoretisch vertieft, und so war es ganz natiirlich, daB er
die Situation um die schwarze Strahlung aus der Sicht der Entropie
beleuchtete und fragte, wie sich die Entropie S der Strahlung mit der
Energie U éndert. Fiir hohe Frequenzen hatte man die Wien-Plancksche
Strahlungsformel und fiir niedere Frequenzen die Rayleigh-Jeanssche
Strahlungsformel. PLANCK schaute sich fiir beide Bereiche die zweite
Ableitung der Entropie nach der Energie an, in heutiger Darstellungs-
weise der Thermodynamik ein ungewohnlicher Ausdruck, denn die Ener-
gie und die Entropie, die wichtigsten thermodynamischen Zustands-
funktionen, werden in Abhingigkeit von den anderen thermodynami-
schen Verinderlichen wie Temperatur, Druck usw. betrachtet und kaum
gegeneinander differenziert. PLANCK hat dann zwischen diesen beiden
Formeln interpoliert. Fir ihn ergab sich also folgendes Schema
([SIM090],.S.430):
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Wien—Planck Rayleigh—Jeans
by
U=avle T U=8€—7§v2kT
@31 S - konst &S konst
U U = 2
S _ a
dU? U(U+b)

Die Formel unter der geschweiften Klammer ist eine geeignete Zusam-
menfassung der beiden Formeln dariiber. Diese Zusammenfassung ist, wie
man sieht, ziemlich zwangsliufig, wenn man die beiden Ausdriicke iiber
der Klammer hat. Von diesen Ausdriicken auszugehen, also die zweiten
Ableitungen der Entropie nach der Energie zu interpolieren, war die ent-
scheidende Idee Plancks. Die Integration dieser Differentialgleichung
fiihrt dann zur beriihmten Planckschen Strahlungsformel. Im Planckschen
absoluten MaBsystem (c=h=k=1) hat sie folgende Form, wenn wir noch
das Verhélmis von Frequenz n zur absoluten Temperatur gleich x = n/T
setzen:

B2 U=2nT % Plancksches Strahlungsgesetz

Heute kann jeder Physikstudent diese Funktion aus der Quantenhypothese
,-ableiten“. Historisch war es aber umgekehrt. PLANCK hat zuerst diese
Funktion gefunden und ist dann zur Quantenhypothese gekommen, als er
eine statistische Herleitung dieser Strahlungsformel versuchte. In den ver-
schiedensten Anwendungen der Quantentheorie tauchen Varianten dieser
Funktion auf, wobei die x-Potenz iiber dem Bruchstrich eine andere sein
kann. Sie gehen also aus der sogenannten Planckschen Funktion

33) P = Plancksche Funktion,

X

e-1’
hervor. In der Mathematik war diese Funktion und ihre ,merkwiirdigen“
Beziehungen zur Zahlentheorie schon gut bekannt, die Anfinge gehen auf
BerNouLLI und EULER zuriick. Die Funktion selber hat dabei nur eine
Hilfsrolle gespielt und hatte deshalb vor ihrem Auftauchen in der Physik
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auch keinen besonderen Namen. Sie ist die erzeugende Funktion fiir die
bedeutungsvollen Bernoullischen Zahlen B

2n
X - 1_X _ -1)® X
(34 e 1 > 1§1 (-1) Bn(2n)!'
Das Ausrufezeichen bezeichnet die Fakultit, n! = 1-2-3-...-n. Thre Fortset-
zung fiir nicht ganzzahlige n ist die Gammafunktion (3.15). Die Ber-
noullischen Zahlen B, sind rationale Zahlen mit folgenden Werten:

n. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

35 B 1 1 1 1 5 691 7 3617 43867
) " 6 30 42 30 66 2730 6 510 798

Es ist kaum vorstellbar, von welch grofer Bedeutung und welch grolem
Geheimnis die unendliche Folge der Bernoullischen Zahlen ist. Es ist die
einzige Serie rationaler Zahlen, der ganze Kapitel in den Biichern iiber
Zahlentheorie gewidmet sind. Eine Merkwiirdigkeit hingt mit der Fermat-
schen Vermutung zusammen und wir beschreiben sie im ndchsten Ab-
schnitt. Fiir unseren Zusammenhang ist wichtig, da sie die merkwiirdigen
rationalen Zahlen in den physikalischen Konstanten bestimmen. So riihrt
z. B. die 90 in der Formel (1.5) von der 30 in der vierten Bernoullischen
Zahl her. Bevor wir aber dazu kommen, wenden wir uns der {-Funktion
zu, die von EULER zur Untersuchung der Primzahlen eingefiihrt wurde.
Es wird wohl keiner bestreiten, daf sich in den Primzahlen elementar-
ste Eigenschaften der Materie ausdriicken, mit denen man sofort konfron-
tiert ist, wenn iiberhaupt verschiedene Dinge existieren. Wenn man 15
Korner auf der Tischplatte hat, so kann man sie zu drei kleinen Haufen von
je 5 Komemn zusammenschieben. Hat man dagegen 17 Komer, so kann
man schieben wie man will, es entstehen nie gleich groBe Haufen. Das ist
zweifellos eines der einfachsten Experimente. DaB es unendlich viele
Primzahlen gibt, hat schon EUKLID bewiesen. Seine Uberlegung lag auf
folgender Linie: Angenommen es gidbe nur endlich viele Primzahlen p;,
P2,----Pn S0.bilden wir die Zahl p;-p,-...-py + 1. Diese Zahl ist durch keine
der Primzahlen p; teilbar. Entweder ist sie selbst eine Primzahl, wie bei
235+ 1=31und 2-3-5- 7 + 1 = 211, oder es muB eine Primzahl groBer
als py geben. Beim ndchsten Schritt kommt man nochmals zu einer
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Primzahl 2:3-5-7-11 + 1 = 2311, aber dann ist 2-3-5-7-11-13 + 1 = 30031 =
59-509. Es gibt keine Regel, wie das weitergeht. Dies ist typisch fiir Prim-
zahlprobleme. Eines der beriihmtesten ungeldsten Probleme ist die Gold-
bachsche Vermutung: Jede gerade Zahl n > 4 ist die Summe zweier
Primzahlen, so wie 8 = 3+5, 10 = 545, 12 =745, ... ,30 = 7+23 = 11+19.
Dieses Problem hat GOLDBACH im Jahre 1742 EULER vorgelegt. Man ver-
gegenwirtige sich am Beispiel der Zerlegung eines Haufens Korner auf
dem Tisch, welch einfache ,physikalische* Fragestellung das bis heute
ungeloste Goldbachsche Problem ist.

Mit EULER, den man als den Begriinder der mathematischen Physik
ansieht, beginnt auch die Zahlentheorie als Wissenschaft. Erstmals seit
EUKLID hat er einen neuen Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Prim-
zahlen erbracht und dabei auch die analytischen Methoden in die Zahlen-
theorie eingefiihrt. Ausgangspunkt war fiir ihn die Beziehung

1 -5 L
36) I 1 2

pS
wobei links das Produkt iiber alle Primzahlen p genommen ist. Wie sieht

man diese Beziehung ein? Wenn man fiir jede Primzahl p; links den Bruch
als geometrische Reihe berechnet, erhilt man

3.7 L=I+%+I,+]:+..‘.
3.7) 1-1 P’ PP P
P’

Multipliziert man jetzt diese Ausdriicke fiir alle Primzahlen, so erhilt man
die Summe aller moglichen Briiche

3.8 N S
3:8) (P Py

Da die Menge aller moglichen Primzahlprodukte pi p; ...pk aber genau die
Menge aller natiirlichen Zahlen ist (denn jede natiirliche Zahl hat eine ein-
deutige Primzahlzerlegung), hat man sich von der Richtigkeit der Formel
(3.6) iiberzeugt.
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Wie sieht man nun aus dieser Formel, daB es unendlich viele Primzahlen
gibt?

Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen, dann wire das
Produkt auf der linken Seite immer endlich, auch wenn wir s=1 setzen.
Auf der rechten Seite erhalten wir aber im Widerspruch dazu

(3.9 1+%+%+%+..’. = oo,

denn dies ist die harmonische Reihe, die unendlich groff wird, wenn man
mehr und mehr Glieder addiert. Sie geht zwar langsam nach unendlich, so
wie log n, aber sie wird unendlich!

EULER wire nicht der auBerordentliche Gelehrte gewesen, der er war,
hitte er nicht eine groBe Anzahl Eigenschaften der {-Funktion hergeleitet.
Es ist miiBig und sinnlos entscheiden zu wollen, wer in der Folge von
EukLID, ARCHIMEDES iiber GAuUs, RIEMANN bis zu GROTHENDICK der
groBere Mathematiker ist. Eines kann man aber sagen: EULER war der pro-
duktivste unter allen Mathematikern, wenn nicht sogar unter allen
Gelehrten aller Zeiten. Von seinen schier zahllosen Schriften ist bisher nur
ein Bruchteil herausgegeben. In welches Gebiet er sich auch begab, immer
war eine Vielzahl wunderbarer Resultate das Ergebnis, so auch zur -
Funktion. Unter vielem anderen bestimmte er die Werte der {-Funktion an
den geraden Zahlen:

_ (2 ﬂ,')Zu

(.10 L@ =578 B,

Schon die erste Relation fiir n=1 in (3.10) war eine sensationelle Ent-
deckung. Es ist ndmlich das Ergebnis

2
G1) (@ =1+ +% +L+ =T
LemNz und BERNOULLI hatten sich vergeblich bemiiht, diese Reihe der
inversen Quadrate aus den natiirlichen Zahlen zu berechnen.

Die Werte der {-Funktion an den geraden natiirlichen Zahlen sind also
transzendente Zahlen, die rationale Vielfache von Potenzen von 7 sind.
Die Werte {(2n+1) der {-Funktion an den ungeraden natiirlichen Zahlen
2n + 1 geben der Mathematik noch ein vollkommenes Ritsel auf. Man



DIE ZAHLEN DER PHYSIK 33

weil noch nicht einmal, ob diese Zahlen alle irrational sind. Fiir {(3) ist
die Irrationalitit erst vor wenigen Jahren bewiesen worden.

Setzt man in der Reihe {(s)= ¥ 1/n° den Exponenten s = -1, so erhilt
man zuerst einmal formal
€(-1) = 142+3+4+5+.... . Es stellt sich die Frage: Hat die Summe aller
natiirlichen Zahlen sinnvollerweise einen Wert und welchen? Die Antwort
ist ja, und es gilt

G12) 1+2+3+4+.. =L
Dieses Resultat kommt dadurch zustande, daB die {-Funktion, die zuerst
nur fiir reelle Zahlen s > 1 definiert war, eine eindeutige Fortsetzung fiir
alle komplexen Zahlen hat, die von 1 verschieden sind. Ihr Wert an -1 ist
dann wohldefiniert und gleich -1/12. Was zuerst wie mathematischer
Hokuspokus aussieht, hat eine tiefe Bezichung zur Realitit. In der Quan-
tenfeldtheorie treten bekanntlich auf Schritt und Tritt in den Formeln Un-
endlichkeiten auf, die aber letztlich zu endlichen MeBwerten fiihren miis-
sen. Es erweist sich nun, daB man gerade mit Hilfe der {-Funktion nach
dem vorangegangenen Muster unendliche Ausdriicke in endliche Werte
tiberfiihren kann. Diese Methode trigt deshalb auch den Namen {-Renor-
mierung.

Wir fiigen noch die Bemerkung an, daB die merkwiirdige Raum-
dimension d = 26 in der Stringtheorie erstmalig auf Grund der Beziehung
(3.12) auftauchte. In den ersten Berechnungen zur Stringquantisierung tra-
ten ganz profan ,,schreckliche Ausdriicke* auf, die unbedingt verschwin-
den muBten, was in Folge dieser 12 in obiger Formel nur dann moglich
war, wenn d - 2 = 2-12 galt. Wir kénnen in diesem Vortrag darauf nicht
weiter eingehen. Vielmehr werden wir im letzten Abschnitt die Beson-
derheiten der Dimensionen 24 und 26 an ganz anderen, nimlich geome-
trischen Zusammenhéingen erkennen.

Die Bedeutung der numerischen Eigenschaften der {-Funktion fiir
wichtige physikalische Konstanten liegt darin, daB folgende Integrale mit
der Planckschen Funktion auf Werte der {-Funktion fiihren:

(.13) J e’{l dx = kI (k+]).
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Wenn k ungeradzahlig ist, ist der Wert der {-Funktion durch die Formel
(3.12) bestimmt. So kommt z. B. auch der Wert der Strahlungskonstanten
(2.13) im Planckschen absoluten MaBsystem (¢ = h = k = 1) zustande,

(3.14) o =21 31 L@ = %nS ,

wenn man fiir {(4) die entsprechenden Werte aus Formel (3.10) einsetzt.
Die Quintessenz aus der Betrachtung dieses Beispiels ist das Resultat, daf
die hoheren m-Potenzen und die merkwiirdigen rationalen Zahlen in den
Naturkonstanten auf Grund der {-Funktionen hineinkommen. Auch in die-
sem Fall entsteht die 15 aus der 30 in der 4-ten Benoullischen Zahl.

Die {-Funktion ist eine der wichtigsten Funktionen der Zahlentheorie.
Um zu sehen, daB mit diesen Funktionen die Zahlentheorie nicht nur auf
Grund der genannten numerischen Zusammenhénge in den Naturkonstan-
ten in die Physik hineinkommt, sondern direkt in die Dynamik, miissen
wir noch einen Schritt weitergehen und noch zwei weitere Funktionen er-
wihnen.

Die erste ist die Gammafunktion I'(x). Eulers Phantasie war oft durch
Aufgaben angeregt, die zu Interpolationsproblemen gehorten. Er stellte
sich das schwierige Problem, stetige Funktionen zu finden, welche an
ganzzahligen Stellen vorgegebene Werte annehmen. Seine schonsten Re-
sultate betreffen die Folge der Fakultdten n! = 1-2-3-...-n = ['(n+1). Er fand
zahlreiche Darstellungen fiir die gesuchte Funktion, u.a. folgende
Integraldarstellung ([DIEU85], S.36):

(3.15) T(x+l) = j (loglt)" dr .

Die zweite Funktion ist die Jacobische 0-Funktion. Sie hat dulerst prakti-
sche Urspriinge. Will man namlich die Schwingungen eines realen Pen-
dels mit groBeren Ausschldgen beschreiben, so wird man auf die ellipti-
schen Funktionen gefiihrt. IThr Name stammt daher, daB sie auch bei der
Berechnung des Umfangs der Ellipse auftreten. Fiir die Fliache der Ellipse
hat man noch eine zur Kreisberechnung analoge Formel, die Umfangs-
berechnung fiihrt aber schon auf diese neuen Funktionen. Es war JACOBI,
der alle Varianten der elliptischen Funktionen aus einer einzigen Funktion
ableitete, der 6-Funktion,
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(316) @(X,T) = n;i:m eZ‘I!in.x + TCinZT )

Heute sind mathematische Ausdriicke dieser Art in Naturwissenschaft und
Technik unter den Begriff der Fourier-Transformationen gut bekannt. Die
0-Funktion ist ibrigens auch eine Fundamentallosung der Wirmeleitungs-
gleichung, ein weiterer physikalischer Bezug.

Die 6- Funktion ist also eine hochst praktische Funktion. Um so mehr
muBte es liberraschen, als JacoB1 mit Hilfe verschiedenster Relationen, die
die 6-Funktion befriedigt, einen Beweis fiir den Vierquadratesatz (0.4)
angeben konnte. Alles hatte seinen Ausgangspunkt mit der Betrachtung
seltsamer Formeln“ genommen, die schon EULER (1750) bemerkt hatte
und Jacosr (1826) anders interpretierte (s. [DIEU85], S.64). Es sind die
Formeln, mit denen sich in unseren Tagen DysoN ,,in den Ferien beschif-
tigte (s. Einleitung). Wie bei vielen Dingen, die spiter mit den Namen be-
rihmter Leute verbunden sind, hatte auch Gaus die wunderbaren Be-
ziehungen in diesem Bereich schon gesehen und teilweise auch schon
gefunden. In einem Brief aus dem Jahre 1808 schrieb er: ,Mit Kreis-
functionen und dem Logarithmischen wissen wir jetzt umzugehen, wie
mit dem 1 mal 1, aber die herrliche Goldgrube, die das Innere der hoheren
Functionen enthilt, ist fast noch Terra Incognita. Ich habe dariiber ehemals
sehr viel gearbeitet und werde dereinst ein groBes Werk dariiber geben....
Man gerith in Erstaunen iber den iiberschwenglichen Reichtum an neuen
hochst interessanten Wahrheiten und Relationen, die dergleichen Func-
tionen darbieten (wohin auch diejenigen gehoren, mit denen die Recti-
fication der Ellipse und Hyperbel zusammen héngt).“ Gaus hat das ,,groBe
Werk“, von dem er hier spricht, leider nicht mehr geschrieben.

Um zu zeigen, wie die genannten Grundfunktionen der analytischen
Zahlentheorie zusammenhzngen, wollen wir noch die ,,fundamentale For-
mel“ niederschreiben:

G172 Y T(2) = | (@0 -1) v &

Es ist iibrigens von groBer didaktischer Bedeutung, daB sich der Reichtum
der hoheren transzendenten Funktionen um eine einzige Funktion, die 0-
Funktion, gruppiert. Diese Einzigartigkeit wird auch aus einer Bemerkung
WEIERSTRAS' deutlich, die HILBERT in der Gedichtnisrede auf ihn zitiert:
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Auf die Frage, ob es denn wirklich moglich sei, aus den abstrakten
Theorien, welchen sich die heutige Mathematik mit Vorliebe zuzuwenden
scheine, auch etwas unmittelbar Brauchbares zu gewinnen, mochte ich
entgegnen, daB doch auch auf rein spekulativem Wege griechische Mathe-
matiker die Eigenschaften der Kegelschnitte ergriindet hatten, lange bevor
irgendwer ahnte, daB sie die Bahnen seien, in welchen die Planeten wan-
deln, und ich lebe allerdings der Hoffnung, es werde noch mehr Funk-
tionen geben mit Eigenschaften, wie sie JAcoBI an seiner Thetafunktion
riithmt, welche lehrt, in wie viele Quadrate sich jede Zahl zerlegen LiBt wie
an den Bogen der Ellipse rektifiziert und dennoch imstande ist, und zwar
siec allein, das wahre Gesetz darzustellen, nach welchem das Pendel
schwingt.

Ich kann mich nicht enthalten, den Abschnitt mit folgender Bemerkung
abzuschlieBen: Es gibt durchaus namhafte Gelehrte, die solche Briicken-
schldge zwischen physikalischen und mathematischen Wahrheiten als
,.unnotigen Firlefanz* abtun und der Meinung sind, was zihlt sind allein
die experimentell gefundenen funktionalen Abhingigkeiten, die immer
nur Niherungscharakter tragen. Auch solche Auffassungen werden von
der {-Funktion ,,eingeholt“. Sie ist namlich in folgendem Sinne eine uni-
verselle Funktion: Welche (stetige) approximative funktionale Abhéngig-
keit in einem endlichen MeBintervall man auch hat, und sei sie noch so
,,wild“, z.B.

(3.18)

immer findet man einen Abschnitt des Logarithmus der {-Funktion {(x)
(im Bereich der komplexen Zahlen), der die MeBwerte beliebig genau
approximiert (bis auf Ahnlichkeit) ((KARA92], S.241).
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4. Stringtheorie und Zahlen

Der Zusammenhang physikalisch wichtiger GroBen mit der Zahlentheorie,
wie er durch die zahlentheoretische Bedeutung der Theta- und Zetafunk-
tion umrissen wird, mag auf der Ebene der vorangegangenen Betrachtun-
gen iiber die Zahlen der klassischen Physik noch als interessanter und
schoner ,,mathematischer Zufall“ erscheinen. Er erscheint allerdings in
einem ganz anderen Licht, wenn man ihn auf dem Hintergrund der jiing-
sten Ideen in der Theorie der Elementarteilchen, der sogenannten String-
theorien, sieht, wie jetzt ausgefiihrt werden soll. Eine hervorragende
Darlegung der Entstehungsgeschichte und des Inhaltes der Stringtheorie,
wie es ohne mathematische Formeln iiberhaupt nur moglich ist, ist das
Buch von M. KaxU und J. TRAINER [KAKU93]. String steht hierbei ein-
fach fiir Saite. Es wurde die Idee aufgegriffen, daB die Elementarteilchen
Schwingungszustinde von kleinen ringformig geschlossenen Saiten,
Strings, sind. Ohne daB weiter auf die Entstehungsgeschichte dieser Vor-
stellungswelt eingegangen werden soll, paBt eine solche Idee voll und
ganz in das mit der Quantentheorie entstandene Weltbild, in dem wir eine
vollkommene Dualitit zwischen Welle und Teilchen haben. Wenn jedes
Teilchen eine Wellenform hat und jeder Schwingungszustand seine Quan-
ten, warum sollten dann nicht die Elementarteilchen Schwingungszustin-
de von grundlegenderen Objekten sein? Die einfachsten solcher Objekte
sind eindimensionale Saiten. Ja, es ist geradezu erstaunlich, warum man
vorher in den Lehrbiichern der Physik der zweiten Hilfte unseres Jahrhun-
derts nirgendwo die quantisierte Saite fand, wo doch sonst ,,Donner und
Teufel quantisiert wurden.

Wir miissen noch ein Wort zu den Bezeichnungen sagen. Wenn wir all-
gemein von Strings reden, meinen wir eine Variante von verschiedenen
Theorien. Die erste Version der Stringtheorie war eine Theorie der Boso-
nenstrings in einer 26-dimensionalen Welt. Spiter wurden dann andere
Versionen interessant und man hat die Bezeichnung Superstrings einge-
fiihrt. Wenn wir hier von Superstrings reden, bezieht sich das auf die 10-
dimensionale Variante der Stringtheorie.

Wenn sich ein solcher geschlossener String bewegt, entsteht im Raum
ein ,,Schlauch*
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“n =

und nicht nur eine Bahnkurve, wie es bei einem punktformigen Teilchen
der Fall ist.

Da die Massen der Elementarteilchen sich aus der Schwingungsenergie
der Saiten ergeben, miissen diese ,,straff gespannt und auflerdem sehr
klein im Durchmesser sein. Ohne daf das hier erldutert werden soll, ergibt
sich, daB} ihr Durchmesser in der Gro8enordnung der Planckschen Linge
I (2.15) sein muB. Das ist gleichzeitig eine weiteres Indiz dafiir, daB die
Plancksche Liange nicht etwa nur eine willkiirliche Einheit ist, sondern tat-
sdchlich so etwas wie eine ,Elementarlange”. Nehmen wir nun einmal
weiter an, daB} sich die Strings in irgend einem Raum bewegen und beim
Aufeinandertreffen ebenso streuen, wie die Elementarteilchen (s.
[LANI88],S.135). Die bekannten Streubilder (Feynmangraphen)

werden dann zu folgenden Figuren, wenn wir die punktformigen
Elementarteilchen durch kleine geschlossen Strings ersetzen und damit
die Linien zu ,,Schlduchen* werden:

43)

In der Teilchenphysik gewinnt man alle experimentell relevanten GroBen
aus der ,,Streumatrix“ S und der ,,Zustandssumme* Z. Diese wiederum er-
geben sich durch Aufsummieren aller moglichen Fliachen von der Form
(4.3). Diese ist eine Fliche mit einem Loch. Anlog gibt es nun Brezeln mit
zwel, drei, usw. Lochern. All diese Figuren liefern Beitrdge zur Zustands-
summe. Diese Flichen hat im vorigen Jahrhundert RIEMANN in die Mathe-
matik und auch schon in die klassische Physik eingefiihrt. Sie heien des-
halb auch Riemannsche Flidchen. Der Umgang mit Riemannschen Flichen
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ist schon liangere Zeit auch den theoretischen Physikern in der Elemen-
tarteilchenphysik recht vertraut. Was davon bisher den Physikern nicht
vertraut war, sind die zahlentheoretischen Aspekte der Theorie der Rie-
mannschen Flichen im weitesten Sinne des Wortes. Aber nicht nur fiir die
Physiker, sondern auch fiir die Spezialisten unter den Zahlentheoretikern
war es ungeheuer iiberraschend, in welcher Form die Zahlentheorie in
physikalisch relevante Formeln hineinkommt, wenn man nach dem in der
Physik vertrauten Schema iiber alle Riemannschen Flichen und, in Verall-
gemeinerung dazu, iber alle arithmetischen Flichen ,aufsummiert”. Die
Spitze des Eisberges sind dann Formeln wie die folgende, mit denen die
physikalischen Zustandssummen als Limes- und Summationsprozesse
iiber alle algebraischen Zahlkorper entstehen ((SMITS88], S.678):

@44 Z, = lim KEA(K) X

Dabei ist A der Modulraum von Mannigfaltigkeiten eines bestimmten Ge-
schlechtes iiber den rationalen Zahlen. Der Limes wird iiber alle algebrai-
schen Zablkorper K genommen. Die Summation Iiuft iiber alle K-rationa-
len Punkte x der Mannigfaltigkeit A und im Exponenten steht die Hohe
h(x) der K-rationalen Zahl.

Es gibt natiirlich im Rahmen eines solchen Vortrages iiberhaupt keine
Moglichkeit, den mathematischen Gehalt dieser Formel zu erkliren. Aber
wir kdnnen und wollen sehr wohl einen Eindruck von dem vermitteln, was
in einer solchen Formel ,aufdammert“, wie es WEYL formulierte (s.0.).
Zuerst einmal kann man die Formel insgesamt auf sich wirken lassen. Es
geht um eine physikalisch fundamentale GroBe, die Zustandssumme fiir
Strings, und diese bestimmt sich aus der Kenntnis bestimmter Eigenschaf-
ten aller algebraischen Zahlkorper. Was das ist, die Zahlkorper, davon wer-
den wir gleich noch einen Eindruck vermitteln. Richten wir vorher noch
einen Blick auf die 26, die ganz unvermittelt im Exponenten dieser Formel
auftritt. In ihr ,,ddmmert“ die hohere Dimensionalitit des Universums auf.
Es ist némlich so, daB die quantisierten Strings nicht in jeder Raumdimen-
sion existieren konnen. Unter Hundert sind dabei nur zwei Dimensionen
von zentraler Bedeutung, der 26-dimensionale Raum, in dem die Boso-
nenstrings leben, und der 10-dimensionale Raum, in dem die Superstrings
leben. Warum es nicht String-Physik in jeder Raumdimension geben kann
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und welche mathematischen Beziehungen dabei eine Rolle spielen, wer-
den wir im letzten Abschnitt noch erldutern.

Kommen wir auf die Zahlkorper zuriick. Eine Teilmenge der komple-
xen Zahlen, die man nicht iiberschreitet, wenn man in ihr nur die Grund-
rechnungsarten ausfiihrt, also addiert, subtrahiert, multipliziert und divi-
diert, heiBt Zahlkorper. So ist zum Beispiel die Menge Q der rationalen
Zahlen, also aller Briiche p/q aus zwei ganzen Zahlen p und q, ein Zahl-
korper. Bei beliebigem Rechnen mit den Grundrechnungsarten bleibt man
also innerhalb der rationalen Zahlen. Das gilt aber auch fiir die Menge
QD) aller Zahlen der Form a + b \D, wobei a,b beliebige rationale Zahlen
sind und D eine feste ganze Zahl. Wenn man verschiedene Zahlen dieser
Waurzelform addiert oder subtrahiert, erhdlt man wieder Zahlen dieser
Form. Das gilt aber auch fiir die Multiplikation und Division, wie man aus
folgenden Beispielen erkennt:

45y @+7\5) @3Vs) = —97+422\5

1. 2 2, T s
2+75 (2_{_7\/5) = 2-7V5) 241 241

Q(\/D) ist also ein Zahlkorper, ein sogenannter quadratischer Zahlkorper.

D kann eine beliebige ganze Zahl sein, also auch -1. Bekanntlich setzt
man V-1 = i, die imaginire Einheit. Damit ist Q(i) nichts anderes als der
Korper der komplexen Zahlen a + b i mit rationalem a,b. Man kann nun
auch in diesem Zahlkorper die Menge Z[i] der ganzen komplexen Zahlen
m + n i auswihlen und nach der Faktorzerlegung dieser verallgemeinerten
ganzen Zahlen fragen. Dann gilt zum Beispiel

“46) 2=0+D0-D
5=Q+)2-9)

d.h., die gewohnlichen Primzahlen 2 und 5 sind innerhalb der Menge der
ganzen komplexen Zahlen keine Primzahlen mehr, sondem zerlegbar. Die
gewohnliche Primzahl 3 ist aber auch innerhalb der ganzen komplexen
Zahlen weiterhin unzerlegbar, und dies gilt fiir alle gewohnlichen
Primzahlen der Form 4 m + 3 . Trotz dieser Anderungen gilt weiterhin die
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eindeutige Zerlegbarkeit der komplexen ganzen Zahlen in ein Produkt von
verallgemeinerten Primzahlen.

Ganz anders ist die Situation im quadratischen Zahlkorper Q(\5). Fiir
seine ganzen Zahlen Z[-5 ] gilt die eindeutige Zerlegung in Primfaktoren
schon nicht mehr, denn es ist z.B.

@7 9 =33 = (2+-5) 2-5).

Man muB sich allerdings noch davon iiberzeugen, daB sowohl die 3, wie
auch die Faktoren mit der Wurzel von -5, nicht weiter zerlegbar sind, also
verallgemeinerte Primzahlen.

Wir sind auf die Mehrdeutigkeit in den Zahlkorpern deswegen einge-
gangen, weil sie uns auf die Losungsproblematik der Fermatschen Vermu-
tung (0.3) fihrt und dann weiter wieder zu der Formel (4.4) der String-
theorie. Dazu muB man allerdings noch andere algebraische Zahlkorper
betrachten. Sei { eine beliebige komplexe Einheitswurzel, d.h. eine kom-
plexe Zahl, die Losung der Gleichung {® = 1 ist, so bilden die Zahlen der
Formx =a,+a; {+2a,*+ ... +a,, (", wobei alle a rational sind, eben-
falls einen Zahlkorper Q(C), denn die Multiplikation zweier Zahlen dieser
Form ist wieder eine Zahl dieser Form. Sobald nimlich eine p-te Potenz
von { auftritt, kann man sie durch 1 ersetzen. In diesem Zahlkorper hat
man, ebenso wie in den obigen Beispielen der quadratischen Zahlkorper,
die Menge Z[{] seiner verallgemeinerten ganzen Zahlen x , bei denen alle
a ganze Zahlen sind. Man kann in diesen Mengen verallgemeinerter gan-
zer Zahlen, ebenso wie in der Menge der gewohnlichen ganzen Zahlen,
addieren, subtrahieren und multiplizieren, allerdings nicht beliebig divi-
dieren. Mengen mit solchen Rechenoperationen heiBen Ringe. Wiirde nun
in den Ringen Z[{] fiir jede Primzahl p die eindeutige Faktorzerlegung
gelten, so konnte man die Fermatsche Vermutung einfach beweisen. Einen
solchen , falschen Beweis* hat angeblich zwischen 1830 und 1840 der
Berliner Mathematiker KUMMER geliefert, dann aber bemerkt, daB die ein-
deutige verallgemeinerte Primzahlzerlegung fiir p = 23 (und hohere Prim-
zahlen) nicht mehr gilt.

KUMMER hat dann, angespornt durch dieses Problem, ein grandioses
Werk geschaffen und damit die gesamte moderne Zahlkorpertheorie be-
griindet (s. [DIEU8S], Kap.5). Wir wollen die Aufmerksamkeit noch dar-
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auf lenken, da} gerade p = 23 eine kritische Grenze ist. Das erscheint in
Hinblick auf die Ausfiihrungen im nichsten Abschnitt in einem besonde-
ren Licht, indem wir verdeutlichen werden, daf in der Umgebung von 24
,»viel geschieht”.

In den 150 Jahren seit KUMMER ist ein gewaltiges Gebdaude der moder-
nen Zahlentheorie entstanden, das auch immer wieder am Beweis der
Fermatschen Vermutung getestet wurde. SchlieBlich ist der Beweis der
Fermatschen Vermutung in den letzten Jahren gelungen (s. [FALT95]). Es
gibt also keine ganzzahligen Losungen der Gleichung x" + y" = 7", wenn
n>2 ist. Den entscheidenden Durchbruch erzielte 1983 FALTINGS mit dem
Beweis, da3 es hochstens endlich viele Losungen geben kann. Es ist
durchaus moglich, da} kiinftig fiir das duBerst elementar formulierte Fer-
matsche Problem auch ein elementarer Beweis gefunden wird. Der gegen-
wirtige Beweis allerdings benotigt die gesamte modeme Maschinerie
einer der neuesten Synthese zwischen Zahlentheorie und Geometrie, der
sogenannten ,.arithmetischen Geometrie“, bei deren Ausbau die Faltings-
schen Methoden einen Hohepunkt bildeten. Es hat nun emneut duBerste
Uberraschung hervorgerufen, daB der gesamte mathematische Apparat
dieser neuen arithmetischen Geometrie in der Stringtheorie reflektiert ist.
Er ist ndmlich der mathematische Hintergrund, auf dem die Beziehung
(4.4) gefunden und verstanden werden kann. Bei rechtem Licht betrachtet,
sollte die Tatsache eigentlich nicht tiberraschen, denn seit Einsteins ge-
kriimmter Welt ist uns vertraut, da8 Geometrie und Physik in enger Ver-
wandtschaft stehen und es sind zahllose Artikel dazu erschienen. Mit der
arithmetischen Geometrie haben allerdings die geometrischen Begriffe
einen derartigen Abstraktionsgrad erreicht, daB kaum einer ihrer Akteure
angenommen hatte, da} sie etwas mit der ,,wirklichen physikalischen
Geometrie* zu tun haben konnte. Zwischen der Einsteinschen Geometri-
sierung der Gravitation und der Schaffung der ,gekrimmten Riume*
durch RIEMANN lag immerhin noch ein halbes Jahrhundert. Die neuerliche
Synthese zwischen arithmetischer Geometrie und der Stringtheorie voll-
zieht sich in engster Wechselwirkung.

Die Stimulans, welche das duBerst einfach und elementar formulierba-
re Fermatsche Problem fiir die moderne Zahlentheorie bis hin zur arith-
metischen Geometrie hatte, ist bereits Legende. Jetzt sehen wir, wie es so-
gar fundamentale physikalische Theorien befordert. Es ist eine selten
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erwihnte Tatsache, dal die Fermatsche Vermutung die modeme Physik
tiber viele Jahre sogar , finanziell gefordert” hat. Aller Welt bekannt ist die
Rolle Gottingens bei der Entwicklung der modernen Physik in den ersten
Jahrzehnten unseres Jahrhunderts. Es war das Mekka der Physiker aus der
ganzen Welt und die regelmiBigen Vortrige internationaler Giste in
Gottingen haben auch die Bezeichnung ,,Gottinger Festspiele* gefunden.
Viel weniger bekannt ist die Tatsache, daB diesen ,,Gottinger Festspielen*
finanzielle Mittel aus der ungeldsten Fermatschen Vermutung zuflossen.
Im Jahre 1905 hatte der Gottinger Professor P. WoLFSKEHL der Gottinger
Gesellschaft der Wissenschaften die hohe Summe von 100 000 Reichs-
mark als Preis fiir denjenigen zur Verfiigung gestellt, der die Fermatsche
Vermutung beweist. Man kann sich denken, wie viele Schriften zu angeb-
lichen Beweisen in Goéttingen eingegangen sind, die gepriift und beant-
worten werden muften. Unterdessen konnten aber die Zinsen aus der
Wohlfskehlschen Stiftung genutzt werden und flossen den ,,Gottinger
Festspielen“ zu. HILBERT soll bemerkt haben, daB er sich iiber jeden fal-
schen Beweis freut, weil dadurch das Geld weiterhin zur Forderung des
wissenschaftlichen Lebens zur Verfiigung steht.

Damit ist die innere Verbindung des Fermatschen Satzes zur Physik
noch keineswegs ausgeschopft. Interessant ist nimlich auch ein Zusam-
menhang zu den ,rationalen Zahlen der klassischen Physik“, d.h. den
Bernoullischen Zahlen. KUMMER hatte seinerzeit fiir eine groBe Klasse
von Primzahlen die Fermatsche Vermutung beweisen konnen, fiir die so-
genannten reguldren Primzahlen. In ihnen reflektiert sich ein wesentlicher
zahlentheoretischer Zusammenhang, der mit der oben diskutierten Mehr-
deutigkeit der allgemeinen Primzahlzerlegung zusammenhingt und hier
nicht weiter diskutiert werden kann. Aus unserer ,,physikalischen Sicht
ist aber nun interessant, da KUMMER die reguliren Primzahlen mittels der
Bernoullischen Zahlen (3.5) charakterisieren konnte. Eine Primzahl p ist
genau dann reguldr, wenn p keinen der Zahler der ersten !/2 (p-3)
Bernoullischen Zahlen teilt. Also beispielsweise fiir p = 17 ist /2 (p-3) =
7. Nun teilt 17 keinen der Zzhler der ersten 7 Bernoullischen Zahlen in
(3.5), also ist 17 eine regulire Primzahl.

Damit sind wir wieder auf die rationalen Zahlen der Physik zu sprechen
gekommen. Dieser Vortrag bietet keinen Raum, auf markante ganze Zah-
len der Physik einzugehen. Zu denen gehoren zum Beispiel die ,magi-
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schen Zahlen” der Kernphysik (s. [JOOS59], S.736). Magische ganze
Zahlen sind auch in den Isotopenregeln angesprochen. Sei Z die
Kemladungszahl, M die Massenzahl eines Elementes und J die Anzahl der
stabilen Isotope ecines Elementes. So gelten folgende Isotopenregeln
(IGRIM75], S.28): 1.Isotopenregel: a) Elemente mit ungeradem Z haben
stets J < 3. b) Bei geradem Z ist J > 2 mit den Ausnahmen ,Be (J = 1) und
2He, 6C (J = 2). 2. Isotopenregel: Zu jeder Massenzahl M gehort minde-
stens ein stabiler Kern, mit den Ausnahmen M =5 und M = 8.

Man kann noch viele magische ganze Zahlen der Physik und Chemie
angeben, bis hin zu den 20 Aminosiuren der Biochemie, aus denen sich
die Proteine aufbauen. In welche mathematische Richtung man bei sol-
chen magischen ganzen Zahlen denken kann, soll jetzt noch an den
Elementarteilchen erldutert werden und damit kommen wir zu den Strings
zuriick.

Nachdem in der ersten Hilfte des Jahrhunderts die Vorstellung noch ge-
rechtfertigt schien, daff die Stoffe aus ganz wenigen Typen von Elemen-
tarteilchen entstehen, dnderte sich die Situation markant, als in den SOer
Jahren ganze Kaskaden von immer neuen Elementarteilchen entdeckt
wurden. Erst nach und nach konnten mit Hilfe von Symmetriegruppen die
Elementarteilchen zu einzelnen Typen zusammengefafit werden. Viele
Teilchen, die urspriinglich als verschiedene Teilchen erschienen, erweisen
sich nun als das gleiche Teilchen, nur mit anderen Attributen. Man hat fiir
diese Attribute solch ,,blumige* Worte wie Farbe, Charme, Flavour einge-
fiihrt. Diese Attribute bilden somit einen mehrdimensionalen Parameter-
raum innerer Eigenschaften und die Symmetriegruppen ,,drehen” in die-
sem Raum, wie die gewohnlichen Drehgruppen die Kristalle im dreidi-
mensionalen Raum drehen. Wenn man etwa an die Zahl 20 der Amino-
sduren denkt, so wire es nicht verwunderlich, wenn es Dutzende solcher
Familien von Elementarteilchen, oder Generationen, wie man sagt, gibe.
Nachdem erst eine ungeheure Vielfalt die Situation verwirrte, ist es umge-
kehrt erstaunlich, da} diese Vielfalt sich auf drei Generationen reduzierte
(ILANI88], S.155). Im Rahmen der Stringtheorie 146t sich nun eine Kon-
zeption entwickeln, die die Anzahl der Elementarteilchengenerationen in
Beziehung zur inneren Geometrie der ,,schwingenden Strings“ bringt.

Nehmen wir dazu das Modell der Superstrings. Diese leben in einem
10-dimensionalen Raum. Da wir in unserer makroskopischen Raum-Zeit-
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Welt aber nur 4 Dimensionen beobachten, nimmt man an, daB 6 Dimen-
sionen ,.eingerollt“ sind, kompaktifiziert, wie der mathematische Aus-
druck heifit. Man kann sich das im 2-dimensionalen Fall anschaulich ver-
deutlichen. Angenommen, die 2-dimensionale Ebene sei zu einem sehr
diinnen Zylinder zusammengerollt,

48 ( O~

Dann erscheint uns makroskopisch nur noch eine Dimension, wenn der
Kreis K sehr klein ist. In der Superstringtheorie ist K natiirlich kein einfa-
cher Kreis, sondern ein kompakter 6-dimensionaler Raum K. Wir werden
gleich eine Vorstellung davon vermitteln, was die Eulersche Charakteristik
X(K) eines solchen Raumes ist. Wenn man der inneren Logik der String-
theorie folgt, ist die Anzahl der Elementarteilchengenerationen gleich der
Hilfte der Charakteristik %(K). Da die Existenz von 3 Generationen eine
gesicherte Tatsache zu sein scheint, miifte die Charakteristik des einge-
rollten Raumes K also 6 sein. Die aktuellen mathematischen Forschungen
zu dieser Problematik laufen jetzt so, daf die 6-dimensionalen Riume
durchgemustert werden nach besonderen Riumen der Charakteristik 6.
Sollte es einen ganz ausgezeichneten Kandidaten fiir einen solchen Raum
geben, kann man dann priifen, was das fiir Konsequenzen fiir die Ele-
mentarteilchen hat. Wie bei jeder theoretische Konzeption kann es zwei
Wege ihrer weiteren Entwicklung geben. Entweder wire ein solcher Raum
mit der Charakteristik 6 zwingend, dann hitte man einen theoretischen
»Beweis* fiir die Zahl 3 der Generationen, oder es gibt eine Vielfalt sol-
cher zulassiger Rdume, dann wird man angeregt werden, nach weiteren
einschriankenden Bedingungen zu suchen, die die Theorie weiter ausbau-
en.

Was ist nun die Eulersche Charakteristik eines Raumes? Wir erldutern
dies fiir den Fall eines 2-dimensionalen kompakten Raumes, d.h. fiir die
kompakten Flichen (Flichen ohne Rinder). Nehmen wir z.B. die Ober-
fliche W eines Wiirfels,

49
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Diese hat 8 Ecken, 12 Kanten und 6 Flichen. Die Eulersche Charakteristik
ist nun die Wechselsumme

(4.10) x(W) = Ecken - Kanten + Flichen=8-12+6=2.

Die Charakteristik wird also mittels einer Triangulation der Oberfldche
bestimmt. Man kann sich jetzt in Ruhe iiberlegen, daf sich diese Wech-
selsumme aus Ecken, Kanten, Flachen nicht dndert, wenn man weitere
Triangulationslinien einzeichnet. Diese Wechselsumme ist somit fiir alle
Triangulationen die gleiche. Damit ist auBerdem gezeigt, dal die Cha-
rakteristik gegen Deformationen der Fliache invariant ist, weil sich dabei
zwar die Triangulationslinien verbiegen, die Zahlen aber unverdndert blei-
ben. Also hat die Sphire, die Kugeloberfliche, auch die Charakteristik 2.
Anders ist es beim Torus T,

4.11)

Fiir die in der Skizze angedeutete sehr ,,entartete” Triangulation durch die
beiden Kreise hat man nur eine Ecke, nur eine Flache aber zwei Kanten.
Deshalb ist fiir den Torus die Charakteristik x(T) = 0.

Wenn man davon noch nicht iiberzeugt ist, kann man weitere Linien
einzeichnen, also ,richtigere® Triangulationen. Immer wieder wird die
Wechselsumme aus Ecken, Kanten und Flichen gleich Null. Fiir Rdume
hoherer Dimension wird die Eulersche Charakteristik durch eine analoge
Wechselsumme definiert. Es geht also bei den O-dimensionalen Elementen
(Ecken) einer Zerlegung los, dann kommen die 1-dimensionalen Elemente
(Kanten), dann die 2-dimensionalen und so fort. Fiir die hoheren Dimen-
sionen verlidBt einen natiirlich die Anschauung und man muf} die Zerle-
gungen und die Abzihlungen mit entsprechenden mathematischen Tech-
niken durchfiihren.
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5. MINKOWSKI, DysoN und die ,,26°

Mit den Primzahlen und den Teilbarkeitseigenschaften ganzer Zahlen wa-
ren die einfachsten quantitativen Beziehungen der Realitit angesprochen,
von denen ein direkter Weg iiber die Zetafunktion zu den Konstanten der
klassischen Physik fiihrte. Mit den Kugelpackungen soll jetzt eine der fun-
damentalsten geometrischen Beziechungen in den Blick genommen werden,
die von einfachsten Fragestellungen zu den kompliziertesten mathemati-
schen Problemen fiihrt und auf direktem Wege zu den merkwiirdigen Di-
mensionen und zahlentheoretischen Zusammenhéngen in der Stringtheorie.

Die Geschichte der Kugelpackungen beginnt im 17. Jahrhundert mit dem
wohl bekanntesten Problem der Geometrie. KEPLER stellte 1611 die Frage
nach der dichtesten Kugelpackung im 3-dimensionalen Raum und behaup-
tete, daB es keine dichtere als die dichteste gitterformige Packung giibe.
Dieses Problem gilt bis heute als ungeldst, obwohl seit 1990 W.Y. HsIANG
aus Berkeley einen fast 100-seitigen Beweis vorgelegt hat, iiber den schon
viel berichtet wurde, auch in der internationalen Presse, den aber die
Mehrheit der Experten nicht als stichhaltig ansieht [WILL95]. Giinstiger ist
die Situation bei den dichtesten gitterformigen, also regelmiBigen
Packungen. Da bewies LAGRANGE im Jahre 1773, daB die dichteste gitter-
formige Packung von gleich groBen Kreisen in der Ebene die hexagonale ist:

5.1

(002900000
00 (000000
0000000

Gaus bestimmte dann 1831 die dichteste Kugelpackung im 3-dimensiona-
len Raum. Es ist die in der Kristallographie wohlbekannte Kugelpackung
zum flichenzentrierten kubischen Gitter:

5.2)
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Die Dichte A einer Kugelpackung ist das Verhiltnis der Volumen des iiber-
deckten Raumgebietes zum Gesamtraum. Fiir die dichteste Gitterpackun-
gen in der Ebene, die hexagonale, ist die Dichte A, = t/V12 = 0,9069 und
im 3-dimensionalen Raum gilt fiir die dichteste Gitterpackung A3 = nN18
= 0,7405. Bis zur Dimension 8 sind die dichtesten Gitterpackungen
bekannt. Dariiber hinaus liegen nur Teilergebnisse vor. Allerdings nimmt
der Bereich bis zur Dimension 24 einen besonderen Platz ein. Es zeigt sich
namlich, daB man die bekannten dichtesten Gitterpackungen bis zur Di-
mension 8 schrittweise durch Ubereinanderschichten gewinnen kann. Und
diesen Proze kann man tiber die 8 hinaus fortsetzen. Wir wollen das jetzt
beschreiben.

Die eindimensionalen Einheitskugeln sind natiirlich einfach Strecken
der Linge 2 (Radius 1 um einen Mittelpunkt). Erweitert man diese
Strecken (1-dimensionalen Kugeln) zu Kreisen (2-dimensionalen Kugeln)
so erhilt man aus der dichtesten eindimensionalen Kugelpackung eine
Perlenkette von Kreisen:

Schichtet man nun solche eindimensionale Kreisreihen so iibereinander,
daB die Kreise der nachsten Schicht in die kleinen Liicken rutschen, so
erhalt man genau die hexagonale Packung (5.1). Man kann nun auf diese
Weise weiter fortschreiten. Zuerst die Kreise dieser Packung zu 3-dimen-
sionalen Kugeln erweitern und dann diese Schichten von Kugeln so iibe-
reinanderlegen, daB die nichste Schicht genau in die kleinen Liicken der
vorhergehenden rutscht. Was man erhilt ist die dichteste Packung (5.2) des
3-dimensionalen Raumes. Diese Prozedur 148t sich nun weiter fortsetzen,
von einer Dimension zu nichsten. Die durch solche Schichtungen entste-
henden Gitterpackungen heiBen deshalb auch geschichtete Gitterpackun-
gen (engl. Laminated Lattices). Bis zu Dimension 10 ist das néchste Gitter
immer eindeutig bestimmt. Beim Ubergang zur 11-ten Dimension gibt es
eine Mehrdeutigkeit. Die 10-dimensionalen Schichten konnen beim Ube-
reinanderlegen auf verschiedene Weise ineinanderrutschen, so daf es ver-
schieden geschichtete Gitter (genau 2) in der 11-ten Dimension gibt. Ab der
Dimension 14 gibt es dann jeweils wieder eine geschichtete Gitterpackung,
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aber oberhalb 24 fichert die Situation dramatisch auf. 24 ist also eine kri-
tische Grenze, wie man aus folgender Grafik sieht ([CONW92], S.159):

HEXAGONALES GITTER A,

A, GANZZAHLIGES GITIER

A, KUBISCH-FLACHENZENTRIERTES
CITIER

Leech Gitter A,
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Das 24-dimensionale geschichtete Gitter ist von auBerordentlicher Be-
deutung. Es ist das beriithmte Leech-Gitter und steht im direkten Zusam-
menhang zur 26-dimensionalen Stringtheorie. Wir werden dazu noch eini-
ges sagen. Auflerdem spielt es in der Kodierungstheorie eine Rolle, denn

selbstkorrigierende Kodes héingen mit

den sogenannten selbstdualen gera-

den Gittern zusammen, die es nur in Dimensionen gibt, die ein Vielfaches

der 8 sind. Davon gibt es nur eins

in der Dimension 8, zwei in der

Dimension 16, genau 24 Stiick in der Dimension 24, unter denen das
Leech-Gitter nicht nur wegen seiner Dichte ausgezeichnet ist. In der
Dimension 32 gibt es bereits mehr als 80 000 000 solcher Gitter.
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Es gibt viele Griinde zu der Vermutung, daB die Gitter A, und das Leech-
Gitter A, Gitter dichtester Kugelpackung sind. Auflerdem kennt man in
der Dimension 12 noch ein spezielles Gitter, das Coxeter-Todd-Gitter, von
dem man das gleiche vermutet. Von den anderen Dimensionen ist bisher
alles unbekannt.

Im Bereich bis zur Dimension 24 gilt eine bemerkenswerte Symmetrie,
die DYSON in [DYSO84] hervorhebt. Diese erkennt man, wenn man die
sogenannte zentrierte Dichte 3, = A/V, einfiihrt, d. h., wenn man die
Dichte A, durch das Volumen V, der n-dimensionalen Kugel teilt. Dann
hat man fiir die zentrierte Dichte der geschichteten Gitterpackungen bis zu
Dimension 24 folgende Liste

Zentrierte Dichten
Sy=0y,=1
8 =8,;=2"
62 - 822 - 2-13-1/2
63 - 521 - 2-5/2
8y=08,=2"
(5.5) 85 =08,9=2""
8 =85 = 933172
8;=8;=8,5=08,=2"
59 =85= 9902

810 =0y, =273"
81y =81, =83=2"
Theorem: 8, = 8,4, .

Schauen wir nochmals auf die Grafik (5.4). Wir sehen, da3 nach der 10 ein
erster kritischer Bereich kommt. Dies hebt eine Besonderheit der Dimension
10 hervor und korrespondiert auch zu anderen Besonderheiten sowie zur
Dimension 10 der Welt der Superstrings, worauf wir aber in diesem Vortrag
nicht weiter eingehen kénnen. AuBerdem sind fiir die Dimensionen 10— 13 die
geschichteten Gitterpackungen nicht die dichtesten unter den bekannten.
Oberhalb der Dimension 24 ist zwar schon viel bekannt, aber wegen der
auBerordentlichen Vielfalt, die oberhalb dieser kritischen Dimension auftritt,
nur einzelne Beispiele. Allerdings gibt es verschiedene Abschitzungen iiber die
Dichte der Kugelpackungen, und hier kommt MINKOWSKI wieder ins Spiel.
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MmNkowskI ist jedem Physikstudenten wegen seiner Beitréige zur Begriin-
dung der Relativititstheorie bekannt. Weniger allgemein bekannt in der
Physik ist MINKOWSKI als groBer Zahlentheoretiker. Sein Wirken begann
gleich mit einem Paukenschlag. 1881 hatte die Pariser Akademie das Pro-
blem der Zerlegung der ganzen Zahlen in eine Summe von fiinf Quadraten
als Preisthema gestellt (vgl.(0.4)). MINKowsKI reichte als 17-jabriger Stu-
dent dazu eine Arbeit ein und gewann den Preis. Seine Arbeit ging weit
iiber das Thema hinaus und war ein groBartiger Beitrag zur Zahlentheorie.
Obwohl er, entgegen der Regel, seine Arbeit nur in deutscher Sprache ein-
gereicht hatte, erhielt er den Preis wegen seiner auBergewohnlichen Lei-
stung unter ausdriicklicher Betonung des ,,exzeptionellen Falls“ im Kom-
missionsbericht. Er wurde dann einer der bedeutendsten Mathematiker des
ausgehenden 19. Jahrhunderts. Seine ureigenste Schopfung ist die ,,Geo-
metrie der Zahlen® . Durch scheinbar einfachste Betrachtungen iiber git-
terformig verteilte konvexe Korper, konnte er zur Uberraschung der Fach-
welt tiefe zahlentheoretische Einsichten gewinnen. In diesem Zusammen-
hang entstand iibrigens auch die Theorie der konvexen Koérper [MINK 89].
Heute sind konvexe Korper in vielfiltigen technischen Anwendungen und
der Optimierung gang und gibe . Kaum einer denkt dabei daran, daB die
Anfénge ihrer Theorie bei dem Zahlentheoretiker MINKOWSKI liegen, der
durch den Minkowskiraum seinen festen Platz in der Physik hat. Mit sei-
nem Gitterpunktsatz leitete er verschiedene wichtige zahlentheoretische
Abschitzungen ab, insbesondere iiber die Klassenzahl algebraischer Zahl-
korper. Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, daB in einem Zahlkorper
die Zerlegung in Primfaktoren in der Regel mehrdeutig ist. Der Grad der
Mehrdeutigkeit wird durch die Klassenzahl gemessen.

Minkowskl gelang nun 1905 eine Abschitzung fiir die maximale
Dichte A, der Kugelpackungen fiir alle Dimensionen n mit der Formel

56 A > Cz(_ﬂl) :
Wiederum ist es die wichtige {-Funktion, die, iiber alle Dimensionen hin-
weg, in ein MaB fiir die dichtesten Kugelpackungen eingeht.

Die Dimension 24 und das Leech-Gitter sind noch aus der Sicht einer
andere Problematik hochst bemerkenswert, die auf NEWTON zuriickgeht.
Es ist eine Fragestellung, die als das ,,KuBzahl-Problem* oder auch ,,13-
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Kugeln Problem“ bekannt ist. Es war Gegenstand eines Disputes zwischen
NEwTON und GREGORY im Jahre 1694. NEwTON war der Ansicht, dafl eine
Kugel im 3-dimensionalen Raum von hochstens 12 weiteren beriihrt wer-
den kann, wihrend GREGORY 13 fiir die maximale Zahl hielt. Nach ver-
schiedenen unvollstindigen Beweisen im 19.Jahrhundert, konnte das Pro-
blem erst 1953 durch SCHUTTE und van der WAERDEN endgiiltig entschie-
den werden, iibrigens zugunsten Newtons. Die Anzahl der Kugeln, die in
einer Kugelpackung eine ausgewihlte Kugel beriihren, heiit auch Kon-
taktzahl. Es ist erstaunlich, daB oberhalb der Dimension 3 die maximalen
Kontaktzahlen noch unbekannt sind, mit Ausnahme der Dimensionen 8
und 24. Fiir diese sind die maximalen Kontaktzahlen 240 bzw. 196560. Im
4-dimensionalen Raum kann diese Zahl hochstens 25 sein. Ein Gitter mit
der Kontaktzahl 24 ist bereits bekannt, aber die Zahl 25 konnte noch nicht
ausgeschlossen werden (s. [CONW92], S.21 ff.).

Zusammenfassend sehen wir also, speziell an der Grafik (5.4), wie das
einfache geometrische Problem der Kugelpackungen in der Folge aller
moglichen Raumdimensionen bis etwa 30 zwei kritische Bereiche hervor-
hebt. Einer liegt um die Dimension 10 und der andere um die Dimension
24. Welche Verbindung zu der 26-dimensionalen Stringtheorie fiir Boso-
nenstrings sich dabei auftut, soll jetzt beleuchtet werden.

Die auch fiir die Kodierungstheorie wichtigen selbstdualen geraden
Gitter gibt es, wie schon gesagt, fiir die euklidischen Raume nur in den
Dimensionen 8, 16, 24, 32 usw., und ab der Dimension 32 in sehr groBer
Anzahl. Fir Minkowskirdume, d.h. fiir Rdume mit der Minskowskischen
Metrik x-x = X;2 + X2 + ... + X2 - X,2 sicht es anders aus. Da gibt es
immer genau ein gerades selbstduales Gitter, wenn n eine der Zahlen 2,
10, 18, 26, ... usw. (durch Addition der 8) ist. Im 26-dimensionalen Min-
kowskiraum, also im physikalischen Raum der bosonischen Strings, trigt
dieses ausgezeichnete und eindeutig bestimmte Gitter die Bezeichnung
II,5 ;. Nun nehmen wir den einzigartigen lichtartigen Vektor w = (0,1,
...,24;70) (s. (0.5)) hinzu. Wenn man jetzt alle Punkte des 26-dimensiona-
len Gitters II,5; durch zwei Gleichungen einschrénkt, erhdlt man ein
24-dimensionales Gitter. Dies ist genau das Leech-Gitter 124
([CONW921,S.524):
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x € Iy,

(5.7)  Leech-Gitter Ay, =
x-x=2,x-w=-1.

Die letzten Beziehungen waren fiir sich schon interessant, weil die Einzig-
artigkeit der 26-dimensionalen Stringtheorie in Bezichungen zum ausge-
zeichneten Charakter des Leech-Gitters und der kritischen Dimension 24
gebracht wird. Damit ist die Geschichte keineswegs erschopft, sondern
wir konnen sie weiterfihren zum offensichtlichen Zusammenhang der
Stringtheorie mit der ,,Monstergruppe®, iiber die DYSoN schon in seinem
Vortrag [DYSO84] gesprochen hat, ohne daB damals der Zusammenhang
zur Stringtheorie schon sichtbar war.

Die Drehungen oder allgemeiner die Bewegungen in einem Raum (be-
liebiger Dimension) bilden eine Gruppe, d.h., wenn man zwei Drehungen
D, D, hat, so kann man sie hintereinander ausfiihren D, *D, = D5 und dies
ist wieder eine Drehung. AuBerdem gibt es zu jeder Drehung D die inver-
se Drehung D™, so daB D™ * D = E das neutrale Element ist, d.h. es wird
nichts gedreht. In der 2-dimensionalen Ebene ist jede Drehung eindeutig
durch einen Drehwinkel bestimmt und der Multiplikation der Drehungen
entspricht die Addition der Winkel. Deshalb gilt in diesem Fall das Kom-
mutativgesetz D;*D, = D,*D;. Aber schon im gewohnlichen 3-dimensio-
nalen Raum gilt das Kommutativgesetz nicht mehr. Davon iiberzeugt man
sich leicht, indem man zwei Streichholzschachteln vor sich auf den Tisch
legt und die eine zuerst nach hinten und dann nach rechts kippt, wihrend
man die andere zuerst nach rechts und dann nach hinten kippt. Man
kommt zu verschiedenen Ergebnissen. Das Kommutativgesetz gilt also
nicht mehr, aber in jedem Fall gilt noch das Assoziativgesetz D *(D,*D5)
= (D;*D»)*D;. Nun kann man nach den endlichen Gruppen fragen. z. B.
ist die Menge aller Drehungen, die ein regelmiiBiges n-Eck in der Ebene
invariant lassen, eine endliche Gruppe aus genau n Elementen. Die be-
kanntesten endlichen Drehgruppen des 3-dimensionalen Raumes sind die
Drehgruppen, die eine bestimmte Kristallstruktur invariant lassen.

Hat man mehrere endliche Gruppen, so kann man sie zu einer gréBeren
zusammensetzen. Gruppen, die nicht zusammengesetzt sind, nennt man
einfach. Es ist nun gelungen, alle endlichen einfachen Gruppen zu be-
stimmen! Das Resultat sieht folgendermaBen aus: Es gibt zu jedem Typ
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von kontinuierlichen Drehgruppen (aller endlichdimensionalen reellen
und komplexen Riume) gewisse Serien endlicher Gruppen, so wie man
aus allen Drehungen des 3-dimensionalen Raumes die endlichen Kristall-
gruppen gewinnt. AuBer diesen Serien gibt es noch genau 26 Ausnahme-
gruppen, sogenannte sporadische Gruppen, die in keine Serie passen.
Unter diesen Gruppen ist eine die grofite. Diese Gruppe hat absolut genau

(5.8) Nyjoneer = 296:320.59.76.112 -133.17-19-23-29-31.41- 47-59-71
= 808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005
754368 - 10°

Elemente. Sie trigt die Bezeichnung F, nach FISCHER, der sie nach vielen
Vorarbeiten im Februar 1981 endgiiltig konstruierte. Sie wird aber auch die
Monstergruppe genannt. Man wird sich fragen, wie man eine Gruppe mit
einer solch ungeheuren Zahl von Elementen finden bzw. konstruieren kann.
Auch hier fiihrte der Weg iiber das ausgezeichnete Leech-Gitter. Dieses 146t
sich sehr genau beschreiben und ist also ein ,,24-dimensionaler Kristall“.
Und so, wie man doch recht komplizierte kristallographische Gruppen
bestimmt, kann man nach der Invarianzgruppe des Leech-Gitters fragen. Es
ist die sogenannte Conway-Gruppe. Ausgehend von einer griindlichen
Untersuchung dieser Gruppe gelang dann die endgiiltige Konstruktion aller
noch nicht bekannten sporadischen Gruppen und auch des Monsters.

Die letzten Resultate zeigen, dal der Zusammenhang zwischen String-
theorie und Monster mehr als zufillig ist. Ganz im Geiste der Anwendung
der Symmetriegruppen in der Elementarteilchenphysik wird aus der
Stringtheorie heraus eine Liesche Algebra erzeugt, die zur Monstergruppe
gehort, auch wenn noch einige Fragen offen sind ((CONW92], S.568).
Auch diese hat schon ihren Namen, natiirlich Monster Lie-Algbra! Da also
die Monster-Zahl N .. (= 1054) zu einer Theorie der Elementarteil-
chenphysik gehort, kann man vermuten, daB sie in Relation zu den grofien
Zahlen der Physik steht, die wir im zweiten Abschnitt erwihnt hatten.
Auch wenn das im Moment noch Spekulation ist, ,ddmmert* hier zwei-
fellos ein tiefer Zusammenhang herauf. Da} von dieser Monsterzahl eine
Verbindung zu den grofien Zahlen der Physik zu erwarten ist, ist jedenfalls
weniger spekulativ als die Berechnungen EDDINGTONS, die ihn zu seiner
beriihmten Aussage fiihrten ([EDDI38], S.170):
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,.1 believe there are 15 747 724 136 275 002 577 605 653 961 181 555 468
044 717 914 527 116 709 366 231 425 076 185 631 031 296 protons in
the universe, and the same number of electrons®.
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