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Werner Ebeling
Entropie, Vorhersagbarkeit und nichtlineare Dynamik
Vortrag, gehalten im Plenum der Leibniz-Sozietit am 28. Oktober 1993°

I Einleitung

Das Problem der Vorhersagbarkeit zukiinftiger Ereignisse ist uralt, Wir erinnern
nur an die Versuche der alten Agypter, den Wasserstand des Nils vorherzusagen
und an die Orake] der alten Griechen. Die Menschen benétigen eine Vorhersa-
gen, um Ackerbau zu treiben, um Fruchtfolge und Ziichtung zo planen, um
Werkzeuge und Maschinen zu entwerfen, um Hi onstruieren, Stidte zu

ptanen und Konflikte zu l&sen. o
Vorhersage ist auch ohne Wissenschaft m %ﬁn
erlauben es allerdings, genauere Aussagc%

1

aftliche Methoden

ctze und Modelle.
bewegungen, die
e ueden, und die Aussagen
inen, fuf Carnots und Clausius’

zeigen., Wissenschaftliche Vorhersages
Als Beispicle nennen wir die Voraus
durch Galileis und Newtons Kors
iiber den Wirkungsgrad vor {
Forschungen stiitzte

in’ elementares menschliches Be-
und Absicherung der Zukunft zu-
Zusammenhang zwischen Vorher-
ie als einer der ersten Forscher der Ma-

Dariiber hinaus ist
diirfnis, das mft>

tigen ist nur eine einzige Facette des Problems der
fer Beitrag, den nichtlineare Dynamik und Theoric

Ndazi geleister haben bzw. noch zu leisten vermégen. Ins-
besondere werden wir dabei auf das Entropiekonzept und seine Leistungsfihig-
keit in Bezug auf das Problem der Vorhersagbarkeit eingehen. Dabei miissen
wir uns auf die Grundgedanken beschrinken und fiir weiterfiihrende Studien auf
die Spezialliteratur verweisen (Haken, 1981; Nicolis und Prigogine, 1987; Ebe-
ling, 1989; Ebeling und Feistel, 1992, 1994; Prigogine und Nicolis, 1993;
Ruelle, 1993; Lanius, 1994).

II. Entropic, Information und Unbestimmtheit

Der Entropie-Begriff stammt urspriinglich aus der Thermodynamik und wurde
von Rudolf Clausius in der Mitte des vorigen Jahrhunderts entwickelt. Wir ver-
fiigen seither mit dem Entropic-Begriff iiber ein adiquates Maf? fiir Chaos und
Ordnung. Im Zuge der modernen Entwicklungen der Theorie der Selbstorgani-
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sation und der Chaosforschung sowie der Informationstheorie hat der Entropie-
Begriff auch neue Dimensionen gewonnen, die auch das Problem der Vorhersa-
ge betreffen (Ebeling, Engel und Herzel, 1990; Ebeling und Feistel, 1994),

Der Begriff der Selbstorganisation Lifit sich theoretisch auf verschiedenen Ebe-
nen beschreiben. Auf jeder dieser Ebenen spiclt die Entropie als ein allgemeines
Ordnungsmaf eine wichtige Rolle {Ebeling und Feistel, 1982, 1994). Jeder der
miglichen Beschreibungsebenen entspricht ein cigener charakteristischer Zu-
standsbegriff. Daraus leiten sich auch verschiedene Entropiebegriffe ab. In der
Thermodynamik wird die Entropiedifferenz zwischen zwei Gleichgewichtszu-
stinden nach Clausius iiber die reduzierten Wirmemengen definiert:

S(2)—S{l)=]d’QKT )

1

<
Hierbei ist der Ubergang (1) - (2} r

6 ~‘:$ tandes zu definie-

verden, der vom Gleichge-
in diesem Zusammenhang
; <ﬁ:itcndt:n Zustandes. Da die

A
N g sind und das makroskopische System sich lokal
Srnodynamischen Gleichgewicht befindet. Dicse Vorausset-

annihernd im
zung ist z.B. Bel\ui
schen Strdmungen-hiufig in guter Niherung erfiillt. Insbesondere Glansdorff
und Prigogine haben die thermodynamischen Eigenschaften dieser Kiasse von
Nichigleichgewichtszustinden untersucht, die durch ein lokales Gleichgewicht
charakterisiert sind. Soweit zuniichst zum thermodynamischen Entropiebegriff.

Wir kommen nun zum Entropiebegriff auf der dynansisch-stochastischen Ebene.
Wenn p(x) dic Wahrscheinfichkeitsdichte fiir einen Satz von Ordnungsparame-
tern x darstellt, so ist die Shannon-Entropie (H - Funktion) definiert durch

H = —{dx p(x)log plx) : (2)

Fiir den Fall diskreter Variabler, die mit ¢ =1,2, , s numeriert sind und denen die
Wabhrscheinlichkeiten p, zugeordnet sind, ergibt sich die Shannon-Entropie
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5
=_£§1P; log p, (3)

Nach Ruelle (1993) ist die Entropie H die Menge von Zufail, die in dem Sy-
stem steckt. Bekanntlich bildet die Shannon-Entropie den wichtigsten Grund-
pfeiler der Informationstheorie.

Wir kommen nun zum Entropicbegriff in der statistischen Mechanik, den wir
den genialen Arbeiten von Boltzmann, Planck und Gibbs verdanken. In der sta-
tistischen Mechanik ist dic Entropie eines Makrozustandes nach Boltzmann und
Planck als Logarithmus der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit bestimmy.

S=klnW
Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit n, wenn man die An-
¢ "\

zahl der Molekilkonfigurationen bere:
chen. Betrachten wir nun mit Boltzm ides

(ideale Systeme im 4

)

s=—J{apag

(6)

7)

mit p als Wahrscheinfichkeits-Verteilung im 6N -dimensionalen Phasenraum
des Systems, tiber den die Integration in Gl. (7) lauft. Wie man erkennt, besteht
cine enge Bezichung zwischen der Informationsentropie nach Shannon und der
statistischen Entropic nach Gibbs, wenn der mikroskopische Phasenraum der N
Molekiile als Beschreibungsraum gewihle wird. Sind f oder p Gleichgewichts-
verteilungen, so fiihren statistischer und thermodynamischer Entropiebegriff zu
dquivalenten Resultaten. So lafl sich z.B. aus der kanonischen Verteilung fiir p
die Gibbssche Fundamentalgleichung herleiten. Die Gibbs'sche Entropie §
enthilt alle Effekte der zwischenmolekularen Wechselwirkung und ist der ther-
modynamischen Entropie des Gleichgewichtszustandes dquivalent. Die Berlick-
sichtigung der Wechselwirkung senkt fast immer die Entropie ab; Gleichheit gile
fiir ideale Systeme, wenn p als Produke von Einteilchenverteilungsfunktionen
darstellbar ist. Der Unterschied zwischen der Boltzmann-Entropie (5) und der
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Gibbs-Entropic (7) ist nicht vernachlissigbar, sobald die molekulare Wechsel-
wirkung einen deutlichen Beitrag zu den thermodynamischen Eigenschaften
liefert. Fiir den Fall von Systemen mit fixierter Energie reduziert sich die Gibbs-
Entropie auf die berithmte Boltzmann-Planck-Formel (4), wobei W die Anzahl
der gleichwahrscheinlichen makroskopischen Zustinde ist.

Die Definition der Entropic in der statistischen Mechanik von Boltzmann,
Planck und Gibbs ist sowohl auf das Gleichgewicht als auch auf das Nichtgleich-
gewicht anwendbar, Dazu sagte Max Planck 1908 in ¢inemt Vortrag an der Uni-
versitit Leiden: ,Demnach ist die Entvopie proportional dem ngarin&mm der
Wabrscheinlichkest (S = klogW). Disser Satz mﬁwt den Zugang zu einer neven,
tibey die Hilfomittel dey ‘gmbnkchm Thermodynamib-y

de, die Entrofrie eines Systems in einem gegebenen Sustany
erstrecht sich hiernach die Definition déb fieBEERE A

Abb. 1 Eine Nichtgleichgewichwsstrukrur, hier 2.B. eine Benard-Zelle wird zum Zeit-
punkr ¢=8 von der Umgebung vollstindig isoliert. Im Resultar steige die Unordoung und
demzufolge die Entropie an
Betrachtet man ein beliebiges Nichtgleichgewichtssystern (Abb. 1) und fixiert
scine Energic durch absolute Isolation von der Umgebung, so wird seine
Entropic S(E,X,t} solange anstcigen, bis der Gleichgewichtswert S, (E,X)
erreicht wird. Gleichzeitig wird der Anteil des erfillien Phasenvolumens in der
Mikroschale anwachsen.

Nach Boltzmann ist das thermodynarnische Gleichgewicht von allen Zustinden,
die vorgegebenen Werten der makroskopischen Groflen entsprechen, derjenige
mit der grofiten Entropic bzw. dem geringsten Ordnungsgrad. In einem abge-
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schiossenen System mit fixierter Energie E wiichst dic Energie solange an, bis
ein Maximum erreicht wird. Im folgenden wollen wir annchmen, der Parameter
u sei ein Maf fiir den Abstand vom thermodynamischen Gleichgewicht. Be-
trachten wir beispiclsweise eine Fliissigkeit, so kann # eine dimensionslose Gro-
fe von der Art der Reynoldszahl, der Taylorzahl usw. sein. Dem thermodynami-
schen Gleichgewicht ordnen wir den Wert # =0 zu. Wird das System gezwun-
gen, den Gleichgewichtszustand zu verlassen, so nimmt es fiir # > 0 zundchst
stationire Zustinde auf dem sogenannten thermodynamischen Ast ein. Wird #
weiter erhht, so kann der thermodynamische Ast bel einem bestimmten kriti-
schen Wert u,, instabil werden. Neue stabile stationire Zustinde zweigen ab, die
vom thermodynamischen Gleichgewicht durch die Instabilifit bei u=u, ge-
trennt sind. Ihre Stabilitit kann ebenfalls bcgrcnzt daf bei hinreichend

grofien Werten von u weitere Instabilitﬁte%fo 51\ ehreindrucksvolles Bei-
spiel fiir dieses allgemeine Szenarium ist die qm :

i einer Fliissigkeit um ei-
nen Briickenpfeiler in einem Flusse eder di -Stromu .f\

ichtgleichge-
es zum Gleich-

ten erhitzten Fliissigkeit. Wird das S

wichtszustand plétzlich von der E@i 0 relaxi Y
gewicht. Wihrend des % wiichst atropie in Uberein-
stimmung mit dem zweiten Ha d Thcm@mk an.

Wir bezeichnen die Gt& %%
8

55 =5,(E,X) ) %
i wischen der Entropie des erreichten
i der Kntropie des Ausgangszustandes (in beiden

c pleictie Energie), definieren wir als Ordnungsgrad
ARCWi tszustandes. Die Idee, die auf eine bestimmte
als quantitatives Maf} fiir die Strukuuriertheit eines
ewichtszustandes zu nutzen, liegt dem S-Theorem von
Klimontovich zugrunde."Darunter verstehen wir die Aussage, dal die Entropie-
absenkung um so grofler ist, je weiter das System vom thermodynamischen
Gleichgewicht entfernt ist. Wird der stationire Nichtgleichgewichtszustand
durch mehrere unabhingige duflere Parameter ke C" bestimmt, so kann man
sich 8 S(u) als positiv definite Hyperfliche fiber dem Parameterraum C” veran-
schaulichen. Im Fall der Poiseuille-Strémung eciner Fliissigkeit in einem Rohr
lautet die Aussage des S-Theorems, dafl die Entropie der Fliissigkeit mit wach-
sender Reynoldszahl monoton fillt, wenn dabei dic Energie konstant gehalten
wird, indem man die Temperatur der Fliissigkeit entsprechend absenkt.

Wir kommen nun zum Zusammenhang von Entropie und Information. Wie wir
bereits gesehen haben, entspricht die Entropie in der stochastischen Beschrei-
bung der Informationsentropie. Nach Shannon (1948) heifit die mittlere Un-
bestimmtheit einer normierbaren Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x)
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H = M[in{1/ p(w)] = -] e playln pi) 9)

die Informationsentropic dieser Verteilung, Dabei definmert » =(x1,...,x,,]dcn
Zustand des Systems beziiglich der zu beobachtenden Freiheitsgrade. Ist x cin
vollstindiger Satz von Koordinaten und Impulsen der Teilchen eines makro-

skopischen Systems x = (gl....,qf,pl,...pf), dann gilt
S=kH (10}

wobei k, die Bolzmann-Konstante ist. Mit anderen Worten, die statistische
Entropie des Makrozustandes entspricht der Information, die notwendig ist, um
den Mikrozustand aufzukliren.

Die Informationsentropie steht in kej sammenhang zur statisti-
schen Entrepie, wenn die Zustandsvari ein kompletter Satz mikro-

o ";\\
skopischer Variablen sind. Hiufig \ ¢ duf def Grundlage ciner redu-

cli
zierten Beschreibung konstruiert {Or 5

sche Schlufifol gen zuliflt. Dariiber hinaus existicren bereits fruchtbare
Anwendungen in fast allen Gebieten der Wissenschaften, Der Zusarmmenhang
zwischen Entropie und Information 1dft sich dann nach Jaynes auch fiir cine
Bestimmung unbekannter Wahrscheinlichkeitsverteilungen benutzen.

Wihrend die Anwendbarkeit des Prinzips der maximalen Entropie in abge-
schlossenen Systemen auf dem Ii. Hauptsatz der Thermodynamik basiert, ist die
Situation fiir gepumpte Nichtgleichgewichtssysteme weniger klar. Auflerdem
muf} betont werden, daf} das Prinzip der maximalen Informations-Entropie die
grundlegende Frage offen lift, welche Beobachtungsgrofien im konkreten Falle
zu wihlen sind bzw. welche Nebenbedingungen anzuwenden sind. Die Fixie-
rung der Energie veriert in gepumpten Systemen ihre dominierende Roile als
Nebenbedingung. Von Haken (1981) ist das Prinzip der maximalen Informati-
onsentropie mit dem Ordnungsparameterkonzept und der Bifurkationstheorie
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verkniipft worden, um die Willklir bei der Auswahl der Nebenbedingungen zu
verringern. So liflt sich z.B. die Verteilungsfunktion fiir den Ein-Moden-Laser
bestimmen, wenn als Nebenbedingungen die Korrelationsfunktionen der In-
tensitit und der Intensititsfluktuationen des emittierten Lichtes fixiert werden.

II1. Entropie, makroskopisches Chaos und Vorhersagbarkeit

Die moderne Chaostheorie beruht auf der Einfithrung des neuen Konzeptes der
Instabilitit einer Bewegung gegeniiber einer Variation der Anfangsbedingun-
gen, wir sprechen auch von Divergenz der Bahnen. Dieses Konzept der Insta-

bilitit bzw. Divergenz der Bewegungen hiingt wiederum mit cinem weiteren

Entropie-Begriff zusammen, der dynamischen-Entropis (Rue

311 Ql\ 44| -
—Das hei % anfinglich dicht
Q achbartc jektorien laufen in
Q(urzcr it cweit auseinander. Mit
rten, eine kleine Variati-
N-cxp (AT
.___.—i—-—_— ]

gsbedingungen resultiert
© ON
EOANWEEERN

x{t)

urchlaufen eines kleinen Zei-
ervalls zu groflen Abweichungen
Abb. 2). Damit ist ein enger Zu-

Abb. 27 \Cha '“i%\‘mf _ aotische sammenhang von Chaos und Vorher-
Dynartiik ctpopentielle Abgeluaf sagbarkeit hergestellt worden. Chao-
derlaufen ben: artcr Traf Der ische D ik imolizi ik

im Exponenten “aufreteéhd kwor der tische ynami impliziert  strikec

Grenzen der Vorhersagbarkeit. Eine
kleine Unsicherheit in der Kenntnis
der Anfangsbedingungen fiihet nach kurzer Zeit zu weitgehender Unkenntnis
des tatsichlichen Zustandes des Systems. Fiir instabile (stochastische} Gebicte
des Phasenraumes wichst dic Abweichung zweier urspriingfich dicht benachbar-
ter Trajektorien exponentiell mit der Gréfe des Zeitintervails an. Solche Syste-
me bezeichnet man heute als chaotisch. Die Instabilitit der mechanischen Bewe-
gungen ist nach dem heutigen Verstindnis die Ursache fiir den unregelmiBigen
Charakeer der molekularen Bewegungen in Gasen und makroskopischen Kér-
pern. Es existiert ein quantitatives Maf fiir das Auseinanderstreben von Trajekt-
orien, welches man den Lyapunov-Exponenten nennt. Im engen Zusammen-
hang mit den Lyapunov-Exponenten steht die sogenannte Kolmogorov-
Entropie. Diese Grofle, deren strenge Definidon wir hier nicht geben kdnnen,
ist unter recht allgemeinen Voraussetzungen gleich der Summe der positiven
Lyapunov-Exponenten einer Bewegung, Auch Kolmogorov war wie Lyapunov
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ein russischer Mathematiker; er hat die neueren Entwicklungen noch wesentlich

mit geprigt bevor er vor einigen Jahren verstarb. Wichtige Erkenntnisse resul-

tierten aus numerischen Losungen der Newtonschen Gleichungen fiir Vielteil-
chensysteme mit Hilfe moderner Computer. Zum Betspiel haben Orban und

Bellemans die Dynamik von 100 Scheiben, welche den Newtonschen Gleichun-

gen und den Gesetzen des elastischen Stofies folgen, studierr. Als Anfangsbedin-

gungen wurden zufillige Positionen und zufilhy orientierte Geschwindigkeiten
der 100 Scheiben vorgegeben. Orban und Bellemans berechneten mit dicsen

Annahmen die Trajektorien aller Teilchen und bestimmten mit deren Hilfe

schlieflich die Boltzmannsche H-Funktion, d.h. die Entropie. Sie beobachteten,

dafl die H-Funktion (die negative Entropie} monoton abntmmt,

'ﬁcr und niemals kleiner?
Rue 993) anschliefle lautet:
leichgewicht entspre-

em relativ kleinen
von Il. Die Zeitentwick-
ewegung in immer grofiere

t dem Ubergang zu wahr-

Warum wird eigentlich Entropie von allein

Volumcn im Phascnranm, cinerg Geringe
lung fiihrt das System a g

scheinbicheren Zustidnden. zip kop -Z, eversibilitit der mikroskopi-
schen Gleichungen) eine~Riickke mAusgangszustand erfolgen. Da die er-
forderlichen Zeiten)a offer alsaddas Alter der Metagalaxis sind, ist diese
Riickkehronur(rfathemati &5 Eihser Kosmos hat cinen Zeitsinn, wel-
cher dem

Al 00 Arbeiten bleiben allerdings noch viele wichti-
ge Pragen o RC tndgu!tlgc Lasung des Entropie-Problems noch
aussteht. fte die Einbezichung der kosmologischen Aspekte un-

et ik
verzichtbar scm »\ jedoch heute schon sicher, die eigentliche Wurzel fir
die makroskop 55\5 Gerichtetheit ist die Instabilitit, die Divergenz der mikro-
skopischen Bewegungen, d.h. das mikroskopische Chaos (Prigogine und Sten-
gers, 1993). Der chaotische Charakter der mikroskopischen Bewegung von
Vielteilchensystemen fiihrt zu einer neven Qualitit, der makroskopischen Irre-
versibilitit. Der Ubergang zur Nichtumkehrbarkeit der Bewegungen ist wieder-

um entscheidende Voraussetzung fiir das Entropiewachstum,

Einen entscheidenden Fortschritt in bezug auf eine quantitative Beschreibung
der Vorsagbarkeit verdanken wir der Methode der symbolischen Dynamik. Die-
se: Methode beruht darauf, daff der Zustandsraum in diskrete Zellen eingeteilt
wird, wobei jede dieser Zellen durch einen besonderen Buchstaben charakteri-
siert wird. Die Menge aller Buchstaben, die verwender werden, bildet das Al
phabet des betreffenden Prozesses. Verfolgt man eine Trajektorie und notiert in
bestimmten Zeitabstinden dt jeweils den Buchstaben, der zu der gerade durch-
laufenen Zelle gehort, so ergibt sich eine Buchstabenfolge, eine Sequenz, welche
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den betrachteren Prozef in einer bestimmten Niherung charakeerisiert. Das
Problem der Vorhersage reduziert sich auf die Bestimmung der Buchstabenfol-
ge, welche der Zukunft entsprechen. Die Einfithrung von Buchstabenfolgen ist
in besdmmter Hinsicht ein Trick, der es uns gestatter, den Shannonschen
Entropie-Begriff auf Trajektorien zu iibertragen.

Nehmen wir an, daft

unser dynamisches Alphabet, bestehend aus A Buchstaben darstellt, Zum Bei-
spiel konnte A,C,G,T fiir ein dynamisches Alphabet stehen, das nur verzeichnet,
in welchem Quadranten die Trajektorie liegt. Unse bctrachtcndc Sequenz
stellen wir uns als eine endliche oder unendliche Folge dieser Buchstaben vor,

NN

Wir nennen sic nach Grassberger
p(A4,)

dic Wahsscheinlic
Wir definieren dann

(12)
2) Dic Entropie per Buchstabe ¢ines n-Blockes:
HW=H /n (I3)
3) Die bedingte Entropie als Ungewifiheit des Buchstabens, der
auf einen n-Block folgt:
b,=H _,-H, wennn21 {14)
b, =H,

Wir bezeichnen die Grifie A, als die dynamische Entropie n-ter Ordnung.

4) Die Entropie der Quelle nach Shannon, Khinchin und Mc Millan (Grenzwert
der dynamischen Entropic):
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h=limH, /n=limk, (15)

n=3o0 A==

Letztere Grofle ist das diskrete Analogon der Kolmogorov-Sinai Entropie dy-
namischer Systeme, die wir weiter oben eingefithrt haben. Fir Bernoulli-
Prozesse gilt

By=hy=.=h =h=logh

Dias heifit, die Ungewitheit ist immer gleich und kann durch Beobachtung eines
Blockes nicht reduziert werden, Fiir Markov-Prozesse erster Ordnung fillt die
bedingte Entropie nur beim ersten Schriet. Es gilt also

ho > h’l = hu' = h‘
Fiir Markov-Prozesse m-ter Ordnung éilt
h=h =h, wenn n2m. \@ (16}
Voo speziellem Interesse sind P ngr itigem Gedichtnis, die
einer weitreichenden Koreelas inden Seque rechen. Mc Millan und
Khinchin haben fiir er h 2 nac%i dafl
< i (17)
.@ﬁm (Khinchin, 1957). In frisheten
t, daf} fiir eine sehr allgemeine Klasse

gilt (Ebeling und Nicolis, 1991, 1992}
(18)

(19}

angenommen wird. In allen Fillen wo g0 gilt, liegt weitreichende Ordnung
vor. Von besonderem Interesse ist der Fall

g>0, h=0 oder k<<l (20)
Die Asymptotik st dann

H, =gn"(logn)" +e+nh (21)

H = gn*'(logn}' +e/n+h (22)

Die Blockentropie zeigt dann lange Korrelationen. Spezielle Fille sind log-
arithmische Gesetze

H, =g(logn)+e (23)
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und Potenzgesetze
H=gn* +e, n,<1 (24)

1V. Entropie, Komplexitit und Vorhersagbarkeit von Sequenzen

Als komplex bezeichnen wir ganzheitliche Systeme, die aus vielen Teilen zu-
sammengesetzt sind. Der Komplexitdtsbegriff spielt heute eine zentrale Rolle bei
der Beschreibung hochorganisierter Systeme, obwohl es fiir thn bisher keine
cinheitliche Definition gibt. Wir vertreten die Auffassung, daf} die verschiedenen
Komplexititsdefinitionen nur einzelne Seiten des exit&itsbcgrifﬁ:s umfas-
sen. Als Eckpfeiler betrachten wir einerseits die Verbindung mit der Linge von
der’ Anzahl von Mog-

Db A-Molekiil ist in
(z und T. Eine Zahl

2 iisch-deutschen Alphabets.
b inéircn Alphabet, bestehend

odernen digitalen Technik auch
ere Informationen als bindre Se-

Fiir das Thema dieser \ suchung ist von zentraler Bedeutung, daf iiber die
Methode der symbolischen Dynamik, Sequenzen auch eine sehr enge Bezichung
zur Dynamik von Prozessen erlangt haben, Wie wir zeigten, kann man die Tra-
jektorie von Prozessen auch als Folgen von Buchstaben darstellen. Die Buchsta-
ben sind dabei symbolische Bezeichnungen der diskretisierten Zustinds. Umge-
kehrt konnen Sequenzen von Buchstaben iiber einemn Alphabet A ,... A, auch
immer als Proze in einem Zustandsraum mit A Zustinden interpretiert wer-
den. Somit besteht eine sehr enge Bezichung zwischen Sequenzen und Dyna-
mik. Der dynamische Standpunke, der auf Shannon zuriickgeht, soll auch dieser
Diskussion zugrunde gelegt werden.

Zwischen dem Charakter eines Prozesses und dem Ordnungs- bzw, Korrelati-
onszustand der zugeordneten Sequenzen bestehen enge Bezichungen. So ent-
sprechen Bernoulli-Prozesse einer ganz unkorrelierten {chaotischen) Buchsta-
benfolge, periodische Prozesse dagegen korrespondieren zu geordneten
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(periodischen) Buchstabenfolgen. Markov-Prozesse erzeugen Sequenzen mit
ciner kurzreichweitigen Teilordnung. Wie wir zeigen werden, existiert auf der
Grenze zwischen Ordnung und Chaos der Fall einer ausgeprigten langreichwei-
tigen Ordnung. Wir gehen nun systematisch daran, die im vorigen Abschnitt
entwickelten Begriffe auf Sequenzen zu iibertragen.

Unsere Arbeitshypothese besteht darin, dafl informationstragende Sequenzen in
vielen Fillen Korrelationen mit weitreichendem Charakter zeigen. Fiir die zuge-
ordneten Prozesse entspricht das einem Gedichtnis sehr langer Reichweite. Um
den Nachweis solcher Korrelationen bzw. Gedachtniseffekte zu fithren, ist eine
Entropicanalyse unter spezieller Beriicksichti r Asymptotik fiir grofle »

erforderlich.
@i equenzen, die uns vorlie-
. DN n pr ktisch immer eine endli-

N
> menschliche DNA,
oder ein Buch. Aus

frequency

nzcn endlicher Linge von
tung. Secit Shannons beriihmter
KUJ SArbei iiber die Entropic.gedruckter
enghischer Texte {Shannon, 1951) ge-
hort die Entropieanalyse zu den Stan-
dardverfahren der angewandten In-
formatik (Jaglom und Jaglom, 1984).
Fiir dic Berechnung der Entropien n-
tigen wir die Wahrscheinlichkeiten aller méglicher n-Blocke;
insgesamt gibt es A" verschiedene Blécke (Worter).
Steht flir die Analyse eine Sequenz der Linge L zur Verfigung, kénnen die
Wahrscheinlichkeiten nur aus den ausgezihlten relativen Hiufigkeiten geschitet
werden. Fiir kleine Blicke, die der Bedingung
Al >>L
geniigen, wirft diese Schitzung keine ernsten Probleme auf. Shannons Pionier-
arbeit folgte eine ganze Reihe von Untersuchungen von Texten in verschiedenen
Sprachen sowie auch von Musikstiicken (Jagiom und Jaglom, 1984). Die Exi-
stenz weitreichender Korrelationen in Texten mindestens bis zur Ordnung n =
100 darf heute als {fast} sicher gelten. Ob es fiir n > 100 zu einer Sittigung
(Verschwinden der Korrelationen) kommt, wie z.B. Burton und Licklider ver-
muten, ist noch unklar. Einige Autoren, darunter Hilberg (1990} sowie der
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Verfasser mit Nicolis (1992) und Péschel (1994) schlieflen auf Grund ihrer
Analysen auf einen langsamen Abfall der Korrelanonen in Texten nach einem

Wurzelgeserz

H® = g[dn (25)

Seit den 70er Jahren wurden Entropie-Untersuchungen auch auf die Struktur
von Biosequenzen ausgedehnt. Als ein wesentliches Resultat dieser Untersu-
chungen darf man betrachten, dafl die Strukitur von Biosequenzen der von Mar-
kov-Prozessen hoherer Ordnung shnelr (Ebeling und Feistel, 1982; Herzel et
al,, 1994). Die genaue Ordnung dieser Prozesse steht heute noch niche fest, So-
wohl Gatlins Analyse als auch neuere Untersuchungen (Herzel et al., 1994)
deuten darauf hin, dafl die Ordnung grofier als oder gleich6.ist. Wir diskutieren
nun einige methodische Fragen, die mit der-Schs Wahrschcinlichkeitcn

bzw. der Entropie verbunden sind. Ne hst ein Ensemble
von N Wortern zur Verfligung stche, bzt N zur Sorte 2

usw. gehoren. Sind < N, > dig en
ren relativen Hiufigkeiten %
7. ={N,}/ N
die beste Schitzung fiir dic Wahrscheini gx}

6_aus cinem englischen Text dargestell.
veto und Zipf entsprechend abfaliender
; aff die hiufig verwandte Approximation
durch Pote i W fester Linge nicht brauchbar ist. Man sieht
weiter, -
sich der Form ciner &is
diese sogenannte E-Eigenschaft ist ein von McMillan und Khinchin fiir ergods-
sche Prozesse bewiesenes Theorem.

Fiir die Berechnung der Entropic bendtigen wir die Grile p “’log p *'; man
mufs daher diese Grofle anhand der Mittelwerte
(v, /N )1og(N, /7))

schiitzen. Im Grenzfall X" >> L kann jedes Wort nur einmal auftreten, es mufl
daher gelten

(N, / N)log(N, / N)}=(log N}/ N @7

Im entgegengesetzten Grenzfall gilt nach Herzel et al. (1994) die Abschitzung
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(N, /N)log(N, /N))=p®logp®-1/2N (28)

Wir benutzen nun das oben schon erwihnte E-Theorem vom McMilfan and
Khinchin. Es besagt, daff flir geniigend grofes # die Menge der »-Worter in
zwei Klassen fille:

1} Die Klasse der Standard-Worter, welche hiufig auftreten. Die Summe der
Wahrscheinlichkeiten fiir Worter dieser Klasse ist nahezu eins. In dieser Klas-
se mogen M verschiedene Worter liegen. Sie sind nach McMillan und Khin-
chin nahezu gleich hiufig und ihre Wahrscheinlichkeit ist ndherungsweise 1 /
M.

e sehr selten auftreten. Die
; dicscr Worter 1st nahezn
entspricht der sich in

Abb. 3 andeutenden Formation ciner Stufe -- i r Hiufigkeiren. Die
Zahl der Standard-Worter hi it de i und ist durch

M=x" @ (29)
gegeben. :; ?) @Q
o C@ gewonnenen Bczllchungcn ﬁlr
¢ Grenzfille lassen sich duech ein-
%P fache Interpolationsformeln  ver-
% kniipfen. Man kann diese Formel zur
Berechnung  des  Grenzwertes H
verwenden, indem man jeweils cine
Schitzung einsetzt und iterativ den
empirischen Mittelwert aus Folgen
. " der Linge N immer besser
0 = " . s ap_pron'tirrﬁert."Dz.\bci ist s von _Vor—
sqrt (word length) teil, einen moéglichst umfangreichen
Abb. 4 Die Blockentropie fiir den Ro- Satz empirtscher Daten fiir Sequen-
man ,Moby Dick®, der mit einem 3-er Al- zen verschiedener Linge {aber aus
phabet kodiert wurde. demselben Text starnmend) simultan
anzupassen. Diese Anpassung kann auf verschiedenen Wegen erfolgen (Ebeling
und Nicolis, 1992; Ebeling et al., 1994). Zum Kodieren haben wir einmal das
normale Alphabet ohne Unterscheidung von Grofi- und Kleinbuchstaben
(A =32) und cinmal ein verkiirztes Alphabet, das nur Vokale, Konsomanten und
sonstige Zeichen unterscheidet (A =3) benutzt, Auf diesem Wege wurden z.B.
folgende Resultate fiir Texte gefunden (in logA -Einheiten):

block é@y

wn
L]

A=3: H,/log3=484Jn 757 +nb (30)
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A=32: H,/log32=09Vn +17 +uh (31)

mit #~0.01-01.

Eine graphische Darstellung des Wachstums der Entropie von Texten wurde in
Abb. 4 gegeben. Man sicht, daf8 die Beschreibung durch ¢in Wurzelgesetz recht
gut ist.

Fiir klassische Musik (Sonate 31/2 von L. v. Becthoven), die auf einem Dreier-
Alphabet kodiert wurde (Auf, Ab, sonstige Zeichen) wurde ein ganz anderes
Verhalten gefunden (Ebeling et al., 1994)

A=3 H,/log3=2log,n+1) (32)
Draus ergibt sich, dafl Musik oﬁ‘cmichtliclbcin %ﬂri?ﬂ)ilitﬁt als Texte
besitzt, es gibt wesentlich weniger vcrschi. usik hat demzufolge

I Texte

einen hoheren Grad von Ordnung als sp . allerdings ge-
sagt werden, daf} diesc Untersuchun am stehen, so dafl
systematische Aussagen iiber | ati vorki

sind.

nicht méglich
Das zentrale Anliegen
Entropie fiir die Charak
Dabei sind wir der Hypo

ist, spielen Biopo[ymcrc'mc zentrale Rolle fiir alle Lebensprozesse. Von beson-
derer Bedeutung sind dabei dic Polynukleotide RNA, DNA und die Proteine.
Formal handelt es sich bei diesen Molekiilen ebenfalls um Texte {iber einem Al-
phabet mit A =4 bzw. A =20 Buchstaben. Es gibt nun

N, =¥ (33)

verschiedene Méglichkeiten der Generierung von Sequenzen der Linge n. Wie
man sicht, wichst die mogliche Anzahl von Biosequenzen exponentiell mit der
Linge an, und diese Zahl ist flir n > 100 so groff, daf es in der Natur keine
Chance fiir die Realisicrung aller Moglichkeiten gibt. Die real vorkommenden
DNA-, RNA- und Proteinsequenzen miissen somit ebenso wie sprachliche und
musikalische Texte das Resultat ciner auferordenttich scharfen Selektion sein.
Selektion bedeutet formal, dafl die Worter der Linge n nicht mehr alle mit glei-
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cher Wahrscheinlichkeit vorkommen. Nach dem E-Theorem von McMillan und
Khinchin wird die Anzahl der hiufigen Worter durch die Entropie bestimm,
und ¢s gilt

N, =} (34)
Mit den obigen Resultaten fiir H,, fiir Texte folgt somit
N, =CR¥s, (35)

Das ist ein sogenanntes gestreckies exponenticlles Wachstumsgesets. Es wird ge-
streckt genannt, weil das Wachstum viel langsamer erfolgt, als es einem norma-

len Exponentialgesetz entsprechen wiirde, Fi n Fall von Musik-Stiicken
(kodiert als Notenfolgen) wichst die Za erschiedencn Worte (Motive)
wesentlich langsamer mit der Wortlinge a amlich nach (29) und (31)
N, =C-n? . X* \ @ (36)
Unter der Voraussetzung, dafl k<< gilt, folgt i dllen
N! << ¥ (37)
Mit anderen Worter) beim\Sch 'n

l? oder Musikstiicken wird nur
ein sehr geringer Teil der inat: ichen Fille ausgeschopft. Es fin-
det eine schr sc lektion unt binatorischen Méglichkeiten statt,

Dic EntroQ' als ¢ eines Maf fiir die Schirfe der Selektion,
die nfor :»e‘ nden Sequenzen gefithrt hat. Der genaue
W, il ntopic d \ ielle h ist heute noch nicht bekannt. Fiir Texte und
Mustkstiicke h deageschatzt, dafl er bei 1 - 10 % des maximal méglichen
Wertes lic

Fir die dentsch -\
geschitzt zu

b=13 bit (38)

Nach Hilbergs Untersuchungen, die durch unsere eigenen Befunde bestitigt
werden, ist ein viel kleinerer Wert b =0,2-0,5 bit in Verbindung mit cinem
schr schwachen Abklingen nach einem Wurzelgesctz wahrscheinlicher, Durch
die Potenzgesetze {30-31) wird die Existenz von Korrelationen auf allen Skalen
ausgedriickr (Schroeder, 1991).

Auch iiber die Entropie von Musik sind heute noch keine endgiiltigen Aussagen
moglich (Jaglom und Jaglom, 1984). Wir erinnern daran, daf Musik von uns
formal als eindimensionale Notenfolge aunfgefasst wurde. Diese Annahme ist
natiirlich eine extreme Vereinfachung, die aber fiir das hier untersuchte Problem
der Existenz sehr weitreichender Korrelationen nicht von essentieller Bedeutung
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sein solite. In den klassischen Untersuchungen von Pinkerton (1956) wurde
Musik aus einem Kinderliederbuch auf eine Folge von 7 Noten aus einer einzi-
gen Oktave {do, re, mu, fa, sol, la, si) und dem Zeichen ,O¢ fiir , Halten der No-
#% abgebildet. Der musikalische Text wurde als Folge von Achtelnoten ge-
schrieben. In unserer Untersuchung wurde eine Beethovensonate ebenfalls als
Folge von Achtelnoten kodiert. Dabei wurde zunichst ein stark reduziertes Al-
phabet mit nur 3 Buchstaben (Auf, Ab und Halten bzw. Pause) und spiter auch
ein Alphabet mit 32 Buchstaben (2 %2 Okeaven, Pause und Halten eines Tones})
benutzt. Die in den Gleichungen (32) und (36) zusammengefassten Resultate
lassen den Schluff auf weitreichende Korrelationen auch in Tonfolgen zu. In
anderen Worten, auch Musik (zmmindest gute Musik) ist auf der Grenze zwi-
schen Chaos und Ordnung angesiedelt.

Wenn die oben dargestellten Schlufifolgerunger
und Musikstiicken zutreffen sollten, so kanfind
hotPs Theoric dsthetischer Werte gesehe:

werk nur dann schén und inreressant, ¥
bar noch zu sehr mit Uberraschung

Fiir Biosequenzen ist unsere
Musikstiicke. Wir wissen
te Struktur haben (Ei 198

W

g uflerordentlich verwickel-
rzel eg(ah 4). Wir konnten zeigen, daf
il mindestens bis zur 5. oder 6.

die spezifischen Entropien. fiir Poly
Ordnung fallery( 1994% t 1972 fiir die DNA der Kanin-
| %QX N
Odbit S

(39)

geschitzt. Wir glaub i exakte Untersuchungen, die weitreichende
Korrelationen erfass kleineren Werten fiihren werden.

V. Zusammenfassung

Zusammenfassend darf konstatiert werden, dafl die Grofle Entropie nicht nur
eine zentrale Grofie der Physik ist, sondern daf sie auch von grofier Bedeutung
firr die Aufklirung der Struktur informationstragender Sequenzen ist. Schlieft-
lich diirfen wir feststellen, daf Entropie ein Eckpfeiler fiir die quantitative Erfas-
sung von Vorhersagbarkeit zukiinftiger Ercignisse ist. Wir konnen folgende
Standardfille beziiglich der Vorhersagbarkeit unterschieden:

a) Periodische oder deterministisch stabile Prozesse erlauben eine im Prinzip
beliebig genaue Vorhersage der zukiinftigen Trajektorie.

b) Deterministisch instabile Prozesse (chaotische Prozesse sowie stochastische
Vorginge, erflauben nur Vorhersagen mit beschrinkter Genauigkeit. Die
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wachsende Unsicherheit der Vorhersagen zeigt ¢ine (durch die endliche dy-
namische Entropie beschriebene) Sittigung, die in einem rasch abklingenden
Ubergang erreicht wird.

¢) Zwischen den Grenzfillen a) und b} liegt eine Klasse von Prozessen mit be-
schrinkter Vorhersagbarkeit, die ein langes Gedichtnis und historisches Ver-
halten zeigen. Die dynamische Entropie dieser Prozesse nihert sich langsam
abldingend dem Grenzwert, der klein oder eventuell sogar Null ist. Die Er-
forschung der Geschichte dieser Prozesse verbessert die Prognose-Chancen.
Dieser Fall ist typisch fiir reale komplexe Prozesse.
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